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1 Einleitung
1 Einleitung
Der Umgang mit dem anthropogenen Klimawandel und seinen Auswirkungen
ist wohl eine der gro¨ßten gesellschaftlichen Herausforderungen unserer Zeit. Wie
im vierten Sachstandsbericht des Weltklimarats (IPCC, engl.: Intergovernmen-
tal Panel on Climate Change) ausgefu¨hrt wird, gibt der Anstieg der globalen
Durchschnittstemperatur aus verschiedenen Gru¨nden Anlass zur Sorge und soll-
te daher mo¨glichst eingeda¨mmt werden. Das Eintreten der Folgen einer globalen
Erwa¨rmung – wie der Anstieg der Meeresspiegel durch Abschmelzen von Polkap-
pen und Gletschern, die Bedrohung fu¨r O¨kosysteme und damit fu¨r die Arten-
vielfalt, das erho¨hte Risiko extremer Wetterpha¨nomene wie Hitzewellen, Du¨rren
sowie U¨berflutungen, die zumeist ohnehin wirtschaftlich schwa¨chere Nationen
treffen und so zu einer Erho¨hung der globalen Ungleichgewichte beitragen, um
nur einige zu nennen – ist laut IPCC (2007b) umso wahrscheinlicher, je sta¨rker
die Konzentration von Kohlenstoffdioxid (CO2) in der Atmospha¨re u¨ber das vor-
industrielle Niveau ansteigt. Weiterhin werde dieser Anstieg der globalen CO2-
Konzentration in erster Linie durch die Nutzung fossiler Brennstoffe verursacht,
wa¨hrend A¨nderungen in der Landnutzung zwar ebenfalls einen erheblichen Bei-
trag leisteten, der jedoch deutlich geringer ausfalle.
Mittlerweile haben sich diese Erkenntnisse – mehr oder weniger – weltweit
durchgesetzt. Der Weltklimagipfel 2010 in Cancu´n, Mexico, wurde als Erfolg fu¨r
den Klimaschutz gefeiert, weil es gelang, in Form eines internationalen Abkom-
mens die Erwa¨rmung des Klimasystems als wissenschaftlich basiert und ihr Auf-
treten als sehr wahrscheinlich zu bezeichnen. Weiterhin wurden die Ergebnisse
des IPCC anerkannt und erstmalig das sogenannte Zwei-Grad(2◦C)-Ziel fest-
geschrieben, demzufolge die globale Durchschnittstemperatur lediglich um 2◦C
vom vorindustriellen Niveau abweichen sollte, um die Wahrscheinlichkeit schwerer
Sto¨rungen des Klimasystems gering zu halten (siehe UNFCCC, 2011, S. 3). Da-
mit einher geht ein Bewusstsein fu¨r die Notwendigkeit eines Paradigmenwechsels
hin zu einer kohlenstoffarmen Gesellschaft und dringend beno¨tigter drastischer
Einschnitte bei den globalen CO2-Emissionen. Denn um dieses 2
◦C-Ziel mit einer
Wahrscheinlichkeit von 67 Prozent (%) einzuhalten, du¨rften weltweit bis zur Mit-
1
1 Einleitung
te dieses Jahrhunderts nur noch 750 Milliarden Tonnen (Mrd. t) CO2 ausgestoßen
werden – ein Wert, der selbst bei Einfrierung der aktuell ja¨hrlich emittierten Men-
gen bereits nach 25 Jahren erreicht wa¨re – und der steigende Trend bei den globa-
len CO2-Emissionen mu¨sste spa¨testens bis zum Ende dieses Jahrzehnts umgekehrt
werden (vgl. z.B. WBGU, 2009, S. 15). Demgegenu¨ber steht der, abgesehen von
einem leichten Ru¨ckgang wa¨hrend der Finanzkrise 2009, ungebremste Anstieg der
weltweiten CO2-Emissionen aufgrund des mit der Weltwirtschaft wachsenden glo-
balen Energiebedarfs. Die Internationale Energieagentur (IEA, engl.: Internatio-
nal Energy Agency) stellt in ihrem ja¨hrlichen Bericht, IEA (2012), dar, dass unter
Beru¨cksichtigung aktueller Entwicklungen im Energiesektor und der gegenwa¨rti-
gen Anku¨ndigungen der Politik die CO2-Emissionen und die Energienachfrage
bis 2035 weiter ansteigen werden, da die Reduktion, die in den OECD-La¨ndern
erwirkt wird, durch die Entwicklungen in Schwellenla¨ndern, insbesondere China,
Indien und dem Nahen Osten, mehr als ausgeglichen werden.
Vor diesem Hintergrund eines weltweit steigenden Energiebedarfs und der
Notwendigkeit von CO2-Einsparungen ko¨nnte laut IEA (2011) insbesondere dem
Erdgas aufgrund seiner im Vergleich zu anderen fossilen Energietra¨gern geringen
CO2-Intensita¨t und seiner weiten geographischen Streuung ein ”
goldenes Zeital-
ter“ bevorstehen. Diese Einscha¨tzung basiert auch auf den Beobachtungen und
Erwartungen hinsichtlich der Nutzung unkonventioneller Gasvorkommen wie dem
sogenannten Schiefergas, das zuvor als unerreichbar galt, den Vereinigten Staaten
von Amerika (USA, engl.: United States of America) aber aufgrund von Neue-
rungen in den Verfahren zur Fo¨rderung, dem Fracking, seit 2007 einen wahren
Gasboom beschert. Die resultierenden US-Gaspreise befanden sich in 2012 auf
ihrem Zehnjahrestief, liegen deutlich unter den Gaspreisen in Europa und Asien
und ko¨nnten es den USA erlauben, sich dauerhaft mit billiger Energie zu versor-
gen, einhergehend mit einer Senkung der Importabha¨ngigkeit des Landes. Laut
IEA (2011) ko¨nnte dies sogar dazu fu¨hren, dass die USA zum Gasexporteur wird,
und bewirkt eine Steigerung der Wettbewerbsfa¨higkeit der US-Industrie.
Bei dem Energietra¨ger Methan- oder Gashydrat, der Gegenstand der o¨ko-
nomischen Analyse dieser Arbeit ist, handelt es sich ebenfalls um eine solche
unkonventionelle Erdgasquelle, die bisher jedoch noch nicht ausgebeutet wird.
Gashydrate sind feste, kristalline Verbindungen von Gas-, zum Beispiel Methan
(CH4), und Wassermoleku¨len, die unter bestimmten Bedingungen niedriger Tem-
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peraturen und hohen Drucks entstehen und auch nur unter diesen Bedingungen,
welche vorrangig an den Kontinentalha¨ngen der Ozeane und in den Permafrostre-
gionen der Arktis gegeben sind, stabil sind. So haben insbesondere Nationen, die
nach Artikel 77(1) des Seerechtsu¨bereinkommens der Vereinten Nationen (UN-
CLOS, engl.: United Nations Convention on the Law of the Sea) Zugang zu
den an den Kontinentalha¨ngen befindlichen Bodenscha¨tzen haben, ein Interes-
se, durch Nutzung der Gashydrate wirtschaftlich zu profitieren. Dieses Interesse
wird noch versta¨rkt durch die gewaltigen derartig eingelagerten Mengen CH4, die
auf bis zu 10.000 Gigatonnen (Gt) Kohlenstoff gescha¨tzt werden (Kvenvolden,
1988). Mittlerweile existieren auf der ganzen Welt Programme zur Erforschung
von Methanhydraten, die darauf abzielen, rentable Verfahren zur Gewinnung des
in den Hydraten gelagerten CH4 unter Vermeidung von Leckagen zu entwickeln.
Die gro¨ßten Programme zur Erforschung der Methanhydrate haben in der Tat Ja-
pan, Su¨dkorea, Indien, China und die USA (zitiert nach Krey et al., 2009, S. 4). So
hat das japanische Wirtschaftsministerium (METI, engl.: Ministry of Economy,
Trade and Industry) ju¨ngst bekannt gegeben, dass Japan mit den weltweit ersten
Tests einer systematischen Gewinnung der wertvollen Energieressource beginnt
(METI, 2013).
Laut Bohrmann und Suess (2004), die als deutsche Pioniere auf dem Gebiet
der Methanhydratforschung bezeichnet werden, sind die wichtigen Fragestellun-
gen im Zusammenhang mit Gashydraten, neben ihrer mo¨glichen Nutzung als
Energieressource, auch die Folgewirkung der Methanhydrate auf das Klima, ihre
Einbindung in den Kohlenstoffkreislauf, die Zementierung der Kontinentalha¨nge
durch Gashydrate und ihre Stabilita¨t sowie ihre Bedeutung bei einer ganzen Rei-
he von geologisch-biologisch-geochemischen Prozessen, vor allem im marinen Be-
reich. Diese Fragestellungen werden im Laufe dieser Arbeit, die drei theoreti-
sche Modelle zur Untersuchung von Gashydrat als endliche Ressource und damit
Energiequelle vorstellt, beru¨cksichtigt. Zur Vorbereitung ist daher das Kapitel 2
vorangestellt, das zuna¨chst die naturwissenschaftlichen Eigenschaften von Me-
thanhydrat mit Relevanz fu¨r die analysierten Modelle ausfu¨hrlicher erkla¨rt und
anschließend auf das Potential der Methanhydrate als Energiequelle der Zukunft
eingeht.
Aus der o¨konomischen Perspektive betrachtet, ko¨nnte sich auch die Erschlie-
ßung des in der unkonventionellen Quelle Methanhydrat gespeicherten Erdgases
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positiv auf die Weltwirtschaft auswirken. Denn zum einen wu¨rde die Knappheit
fossiler Ressourcen, insbesondere des Erdgases, verringert, zum anderen ko¨nnte
diese vergleichsweise kohlenstoffarme Energiequelle den U¨bergang zu einer CO2-
freien Energieerzeugung begleiten. Von niedrigeren Erdgaspreisen wu¨rden zudem
nicht nur La¨nder mit direktem Zugriff auf diese Bodenscha¨tze profitieren, son-
dern auch die Importeure von Erdgas. Allerdings bleibt zu beru¨cksichtigen, dass
die Energiegewinnung aus dem Gas, das in den Hydraten gespeichert ist, von
zweierlei negativen Externalita¨ten begleitet wird. Erstens erzeugt ihre Nutzung
ebenfalls Treibhausgasemissionen in Form von CO2 durch die Verbrennung sowie
in Form von CH4 durch Leckagen im Abbauprozess. Zweitens reduziert ein Ab-
bau der Hydratvorkommen auch deren zementierende Wirkung an den Kontinen-
talha¨ngen, auf die im Kapitel 2 noch eingegangen wird. Eine Destabilisierung der
Kontinentalha¨nge birgt die Gefahr mariner Hangrutschungen, mit mo¨glicherwei-
se katastrophalen Auswirkungen, insbesondere in Ku¨stenregionen. Die Kapitel 3
und 4 behandeln jeweils theoretische Modelle zur optimalen Ressourcennutzung,
die diesen beiden genannten Externalita¨ten Rechnung tragen, wobei sie sich in
der Art und Weise unterscheiden, in der sie die Klimaexternalita¨t beru¨cksichtigen.
Kapitel 3 beinhaltet eine deutschsprachige Fassung des in Kooperation mit
Prof. Dr. Till Requate entstandenen Artikels The Economics of Exploiting Gas
Hydrates, der gegenwa¨rtig zur Vero¨ffentlichung eingereicht ist. Die Berechnungen
und Ausfu¨hrungen dieses Artikels stammen hauptsa¨chlich von der Verfasserin
dieser Arbeit, wa¨hrend sie ihrem Co-Autor insbesondere fu¨r die Idee zur Mo-
dellierung, die Strukturierung des Artikels, die Verbesserung von Formulierun-
gen, insbesondere in der englischsprachigen Version, und stetige richtungweisen-
de Denkansto¨ße dankbar ist. Das vorgestellte Modell erweitert ein typisches res-
sourceno¨konomisches Modell zur optimalen Nutzung nicht-erneuerbarer fossiler
Brennstoffe, welches die Scha¨den infolge erho¨hter Treibhausgasbesta¨nde beru¨ck-
sichtigt, um die Fragilita¨t der betrachteten Ressource Gashydrat sowie um die
beiden soeben besprochenen Externalita¨ten. Dabei beziehen wir uns wesentlich
auf das von Tahvonen (1997) vorgestellte Modell als Ausgangsposition. In diesem
Modell emittiert die Nutzung eines herko¨mmlichen fossilen Brennstoffs CO2, des-
sen Bestand gesellschaftliche Scha¨den erzeugt, die durch eine konvexe Schadens-
funktion abgebildet wird. Im Zuge der Einleitung zu Kapitel 3 wird diese Quelle
neben weiterer relevanter Literatur ausfu¨hrlicher dargestellt. Entsprechend wird
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auch in der Einfu¨hrung zu den Kapiteln 4 und 5 jeweils ein U¨berblick u¨ber die
dort relevante Literatur gegeben.
In Abgrenzung zu Kapitel 3 stellt Kapitel 4 ein Modell vor, das die Wir-
kung der Klimaexternalita¨t nicht durch eine im Treibhausgasbestand konvexe
Schadensfunktion abbildet, sondern deren Ausmaß begrenzt, indem eine maxi-
mal zula¨ssige Konzentration der atmospha¨rischen Treibhausgase exogen vorgege-
ben wird. Von dieser Vera¨nderung abgesehen werden auch in diesem theoretischen
Modell die optimalen dynamische Abbaupfade eines einzelnen, endlichen Ressour-
cenbestands mit den Eigenschaften von Gashydrat untersucht, um die Unterschie-
de zu einer herko¨mmlichen fossilen Ressource zu verdeutlichen. Ein besonderes
Augenmerk liegt dabei auf der isoliert betrachteten Wirkung der einzelnen abge-
bildeten Eigenschaften des Gashydrats und der durch die Obergrenze auferlegten
Restriktion. Weiterhin dient das Modell in diesem Kapitel auch der Vorbereitung
des nachfolgenden Kapitels 5, in dem ebenfalls mit einer Begrenzung des maximal
zula¨ssigen Niveaus der atmospha¨rischen Treibhausgasemissionen gearbeitet wird.
Kapitel 5 weicht von der alleinigen Betrachtung nur eines endlichen Ressour-
cenbestands Gashydrat ab und stellt stattdessen auf eine mo¨gliche Rolle der
Gashydrate im optimalen Energiemix ab. Das dort entwickelte Modell ist an-
gelehnt an jenes von Chakravorty et al. (2008), in dem unter Vernachla¨ssigung
von Kostenfragen drei Energiequellen zur Nutzung verfu¨gbar sind, deren optima-
le Reihenfolge der Ausbeutung und deren Abbaupfade bestimmt werden. Dabei
handelt es sich um zwei fossile Brennstoffe, die anhand ihrer CO2-Intensita¨t unter-
schieden werden, und eine emissionsfreie alternative Energieform. Dieses Modell
wird nun derart modifiziert, dass die weniger CO2-intensive fossile Ressource nun
den Bestand der Gashydrate darstellt und entsprechende Eigenschaften besitzt,
wa¨hrend die zweite endliche Ressource einen herko¨mmlichen fossilen Brennstoff
darstellt. Im Gegensatz zu den beiden anderen Modellen wird allerdings auf die
Beru¨cksichtigung der zweiten Externalita¨t der erho¨hten geologischen Risiken ver-
zichtet, um das Modell mo¨glichst einfach zu halten. Die Ausfu¨hrungen zu den
beiden Modelle der Kapitel 4 und 5 sind vollsta¨ndig in Eigenregie Verfasserin
dieser Arbeit entstanden, so dass es nicht notwendig ist, an dieser Stelle den
Beitrag etwaiger Co-Autoren beziehungsweise der Verfasserin zu benennen. Das
abschließende Kapitel 6 entha¨lt ein umfassendes Fazit zu der gesamten Arbeit.
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2 Eigenschaften der Ressource Methanhydrat
2.1 Naturwissenschaftlicher Hintergrund
Nachdem das einleitende Kapitel 1 bereits anklingen ließ, dass die in den nach-
folgenden Kapiteln 3 bis 5 behandelten ressourceno¨konomischen Modelle jeweils
die Eigenschaften der besonderen Ressource Gashydrat aufnehmen werden, fu¨hrt
dieses Kapitel diese Eigenschaften nun zuna¨chst ein. Dementsprechend widmet
sich der Abschnitt 2.1 nun der Darstellung der naturwissenschaftlichen Hinter-
gru¨nde, sofern sie zur Motivation und zum Versta¨ndnis des Folgenden notwendig
sind. Dazu werden in aller Ku¨rze die Struktur und die Stabilita¨tseigenschaften des
Gashydrats vorgestellt und darauf aufbauend wird auf die gegebenenfalls gesell-
schaftlich relevanten Attribute der Gashydrate, die klimatischen und geologischen
Risiken durch ihre Zersetzung, eingegangen.
2.1.1 Struktur und Stabilita¨t von Gashydraten
Gashydrate sind natu¨rlich auftretende, feste Verbindungen aus Gasmoleku¨len und
Wasser, wobei die Wassermoleku¨le, sogenannte Strukturmoleku¨le, eine Ka¨figstruk-
tur aus Wasserstoffbru¨ckenbindungen aufbauen, in denen Gasmoleku¨le als soge-
nannte Gastmoleku¨le eingeschlossen sind. Daher werden sie auch als Einschluss-
verbindungen oder Clathrate (lat.: clatratus = Ka¨fig) bezeichnet. Je nach Struk-
tur der Ka¨figverbindungen ko¨nnen Gasmoleku¨le unterschiedlicher Gro¨ße in Gas-
hydraten enthalten sein. Die am ha¨ufigsten auftretende Struktur, Struktur I,
kristallisiert im kubischen Kristallsystem und kann als Packung von zwei klei-
nen und sechs großen Polyederka¨figen verstanden werden, in die Gasmoleku¨le in
der Gro¨ße von 2,8 bis 4,3 A˚ngstro¨m (A˚)1, wie zum Beispiel CH4, CO2, Xenon
(Xe) oder Schwefelwasserstoff (H2S), eingelagert werden ko¨nnen. Auf der Erde
tritt die Struktur I vorrangig in Form von Methanhydraten auf, bei denen das
Gastmoleku¨l gerade CH4 ist.
2 (vgl. Bohrmann und Suess, 2004, S. 134 f.)
1Ein A˚ entspricht 10−10m = 10−7mm = 10−4µm und ist die typische Gro¨ßenordnung zur
Angabe von Absta¨nden von Atomen in Kristallstrukturen.
2Aufgrund dieses ha¨ufigen Vorkommens wird in dieser Arbeit diese spezielle Form von Gas-
hydraten untersucht und die Begriffe Gas- und Methanhydrat werden synonym verwendet.
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Das Vorkommen dieses natu¨rlichen Gashydrats setzt neben ausreichender
Verfu¨gbarkeit des (Faul-) Gases CH4 auch die fu¨r die Stabilita¨t des Hydrats not-
wendigen Temperatur-Druck-Verha¨ltnisse voraus, die sich durch relativ niedrige
Temperaturen und hohe Dru¨cke auszeichnen (vgl. Bohrmann und Suess, 2004,
S. 136). Diese physikalischen Stabilita¨tsbedingungen fu¨r natu¨rliche Methanhy-
drate sind prinzipiell in den Sedimenten der Ozeanbo¨den – hier entstehen Me-
thanhydrate aufgrund des erho¨hten Methanvorkommens durch hohe Plankton-
produktion der Ozeane und durch hohe Sedimentationsraten insbesondere an
den Kontinentalra¨ndern – sowie in den Permafrostbo¨den der polaren Regionen
erfu¨llt.
Abbildung 2.1: Stabilita¨t von Methanhydraten im Druck-Temperatur-Feld.
Quelle: Bohrmann und Suess (2004, S. 136)
Abbildung 2.1 zeigt die Hydrat-Gas-Phasengrenze in einem Druck-Temperatur-
Feld, wobei auf der Abszisse die Temperatur, auf der Ordinate die Tiefe in Me-
ter Wassertiefe beziehungsweise der Druck in physikalischer Atmospha¨re (atm)
abgetragen ist. Die dunkel hinterlegte Fla¨che stellt hier die Stabilita¨tszone von
Methanhydrat dar. Die Graphik verdeutlicht, dass das Vorkommen von stabilem
Methanhydrat erst ab einer Tiefe von etwa 100 m u¨berhaupt mo¨glich ist. Aller-
dings kann die Anwesenheit von H2S, CO2 und ho¨heren Kohlenwasserstoffen die
Hydrat-Gas-Grenze hin zu ho¨heren Temperaturen und niedrigeren Dru¨cken ver-
schieben, wa¨hrend die Anwesenheit von Stickstoff (N2) und im Wasser gelo¨sten
Salzen sich gegenteilig auswirkt. Aufgrund der geothermischen Tiefenstufe, nach
der sich das Ozeanwasser pro 100 m um 3◦C erwa¨rmt, hat die Stabilita¨tszone
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auch eine untere Grenze, unterhalb derer Gashydrat nicht existieren kann und
stattdessen freies Gas und Wasser auftreten. Diese untere Grenze ist in diesem
Diagramm jedoch nicht markiert. Allerdings geht aus dem Diagramm deutlich
hervor, dass an der Erdoberfla¨che keine Bedingungen existieren, die ein stabiles
Auftreten von Methanhydraten ermo¨glichen wu¨rden.
2.1.2 Wirkung auf Hangstabilita¨t und Klimawirksamkeit
Aufgrund des in Abschnitt 2.1.1 beschriebenen recht eingeschra¨nkten Stabilita¨ts-
bereichs besteht die Mo¨glichkeit, dass es zu einem Zerfall der Hydratstruktur
aufgrund vera¨nderter Umweltbedingungen und infolgedessen zur Freisetzung des
darin gespeicherten CH4 kommt. In diesem Zusammenhang werden klimatische
Auswirkungen des CH4 sowie Folgen fu¨r die submarine Hangstabilita¨t diskutiert
(vgl. z.B. Bohrmann und Suess, 2004; Kvenvolden, 2000; Krey et al., 2009). Wie
Abbildung 2.1 ebenfalls verdeutlicht, ko¨nnten bereits wenige Grad Erwa¨rmung
der Ozeane große Auswirkungen auf die Stabilita¨t der Gashydrate haben, so dass
im Zuge der globalen Erwa¨rmung die Freisetzung signifikanter Mengen Methan
durch Destabilisierung der Hydrate bewirkt werden ko¨nnte (vgl. Krey et al., 2009,
S. 4). Dies ist aus zweierlei Gru¨nden problematisch, die im Folgenden diskutiert
werden.
Zuna¨chst wirken die Hydrate im Porenraum submariner Sedimente wie eine
Art Zement und sorgen so fu¨r eine hohe Festigkeit und Stabilita¨t der Meeres-
sedimente (vgl. Bohrmann und Suess, 2004, S. 145). Ihre Zersetzung ha¨tte eine
Verringerung der Bodenfestigkeit zur Folge und kann ursa¨chlich fu¨r submarine
Hangrutschungen und Massenbewegungen von Sedimentpaketen sein, die kurz-
fristig enorme Mengen mechanischer Energien freisetzen ko¨nnen (vgl. Max, 2003,
Kap. 12). So sind Fa¨lle meterhoher Flutwellen belegt, die infolge von Hydrat-
zerfall auftraten. Die sogenannte
”
Storregata-Rutschung“ vor Su¨dnorwegen bei-
spielsweise verursachte Wellen von 10-12 m Ho¨he in den dortigen Fjorden und
von sogar 20 m Ho¨he auf den Shetland-Inseln. Entstu¨nden derartige Tsunamis
heutzutage, ko¨nnten diese in dicht besiedelten Ku¨stenregionen erheblichen Scha-
den anrichten (vgl. Bohrmann und Suess, 2004, S. 147). Selbst wenn die Folgen
der Destabilisierung nicht in dieser drastischen Form auftreten, so ha¨tte sie doch
Auswirkungen auf die bereits vorhandenen beziehungsweise noch zu entwickeln-
den Fo¨rderstrukturen zur Energiegewinnung nahe den Kontinentalra¨ndern. Von
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dieser Art geologischer Risiken geht vermeintlich das gro¨ßte Gefa¨hrdungspoten-
tial mit unmittelbaren Auswirkungen fu¨r die Gesellschaft aus, insbesondere vor
dem Hintergrund der Tendenz, tiefer liegende Rohstoﬄagersta¨tten nahe der Kon-
tinentalha¨nge zu nutzen (vgl. Kvenvolden, 2000, S. 21).
Der zweite problematische Aspekt einer Freisetzung großer Mengen CH4 im
Zuge einer Destabilisierung der Hydrate ist dessen Klimawirksamkeit. CH4 za¨hlt
wie CO2 zu den langlebigen Treibhausgasen (LLGHG, engl.: long-lived greenhou-
se gases), die als wichtigste Antriebsfaktoren des anthropogenen Klimawandels
ausgemacht sind, und weist gegenu¨ber CO2 eine ho¨here Klimawirksamkeit auf,
falls es als CH4 in die Atmospha¨re gelangt. Der Unterschied in der Scha¨dlichkeit
beider LLGHG ist auf ihre verschiedenen Konzentrationen in der Atmospha¨re
zuru¨ckzufu¨hren. CO2 ist pro Moleku¨l weniger scha¨dlich, weil es in der Atmo-
spha¨re bereits sehr hoch konzentriert vorliegt und somit die meisten der von
der Erde zuru¨ckgestrahlten Langwellen, die von CO2 absorbiert werden ko¨nnen,
bereits absorbiert werden. Eine Erho¨hung der CO2-Konzentration erweitert die
Absorptionsbande zwar ein wenig, jedoch ko¨nnen sie nicht mehr wesentlich inten-
siver werden. Demgegenu¨ber liegt CH4 in der Atmospha¨re weniger konzentriert
vor, auch weil seine Lebensdauer von 12 Jahren, bevor es zu CO2 oxidiert, rela-
tiv kurz ist. Daher sind dessen Absorptionsbande weniger gesa¨ttigt, so dass ein
einzelnes Moleku¨l CH4 eine gro¨ßeren Einfluss auf die Strahlungsbilanz der Erde
hat als ein einzelnes Moleku¨l CO2 (vgl. Archer, 2007, S. 523).
Ein einfaches, rein physisches Maß zur Bezifferung dieses Unterschieds in der
Scha¨dlichkeit zweier LLGHG ist das Treibhausgaspotential (GWP, engl.: global
warming potential), das auch als CO2-A¨quivalent bezeichnet wird. Das GWP
ist ein Index, der auf dem u¨ber die Zeit integrierten durchschnittlichen Strah-
lungsantrieb (RF, engl.: radiative forcing) basiert, der wiederum den Einfluss
auf die Energiebilanz der Atmospha¨re durch sich a¨ndernde Faktoren relativ zum
vorindustriellen Zustand misst. Somit ist das RF von CO2 deutlich gro¨ßer als
das von CH4, weil die Abweichung von der vorindustriellen Konzentration des
Gases gro¨ßer ist. Die Strahlungseffizienz (RE, engl.: radiative efficiency) hinge-
gen bezieht die Konzentration in der Atmospha¨re mit ein und bestimmt so die
Scha¨dlichkeit pro ausgestoßenem Moleku¨l. Das GWP von Methan ist definiert als
das Verha¨ltnis des absoluten, das heißt u¨ber die Zeit integrierten, RF von CH4 im
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Verha¨ltnis zum absoluten RF des Basisgases CO2 :
GWPCH4 =
∫ TH
0
RFCH4(t)dt∫ TH
0
RFCO2(t)dt
=
∫ TH
0
RECH4CCH4(t)dt∫ TH
0
RECO2CCO2(t)dt
Ci(t) steht dabei fu¨r die zeitabha¨ngige Ha¨ufigkeit des Gases i in der Atmospha¨re.
Da u¨ber die Zeit, jeweils bis zum selben Planungshorizont TH integriert wird,
werden so im GWP auch Unterschiede in der Abbaugeschwindigkeit und in der
Persistenz der Gase in der Atmospha¨re beru¨cksichtigt. So ergeben sich je nach
gewa¨hltem Zeithorizont abweichende Werte fu¨r das GWP. Tabelle 2.1 stellt fu¨r
Radiative Radiative Global Warming Potential (GWP)
Lebensdauer Forcing Efficiency fu¨r feste Zeithorizonte
[Jahre] [Wm−2] [Wm−2ppb−1] 20 Jahre 100 Jahre 500 Jahre
Kohlendioxid CO2 a0 +
∑3
i=1 aie
−t/τi 3 1,66 0,14x10−4 1 1 1
Methan CH4 12 0,48 3,7x10
−4 72 25 7,6
Tabelle 2.1: Kennziffern zur Scha¨dlichkeit von CO2 und CH4
Quelle: Eigene Darstellung nach IPCC (2007b, S. 141, 212 f.)
die beiden zu vergleichenden Gase, CO2 und CH4, die entscheidenden Kennzif-
fern zur Einordnung ihrer Scha¨dlichkeit gegenu¨ber: die Lebensdauer, den Strah-
lungsantrieb, die Strahlungseffizienz und das Treibhausgaspotential fu¨r verschie-
dene Zeithorizonte.4 Wa¨hrend das GWP des Referenzgases CO2 definitionsgema¨ß
1 ist, sinkt aufgrund der relativ kurzen Lebensdauer das Gewicht der ho¨heren
Scha¨dlichkeit und damit das GWP von CH4, je la¨nger der Zeithorizont gewa¨hlt
wird, bleibt aber dennoch um ein Vielfaches gro¨ßer als die des Referenzgases (vgl.
IPCC, 2007b, Kap. 2). Dies verdeutlichen die in der Tabelle angegebenen Werte
des GWPCH4 von 72 bei einem Zeithorizont von 20 Jahren gegenu¨ber 7,6 bei
einem Zeithorizont von 500 Jahren.
Zusammenfassend la¨sst sich hinsichtlich der Klimawirksamkeit der beiden fu¨r
3Anstelle der Lebensdauer ist fu¨r das CO2 die Funktion angegeben, die das Abklingen
der durch Emissionen erho¨hten CO2-Konzentration in der Atmospha¨re beschreibt. Dabei ist
a0 = 0, 217, a1 = 0, 259, a2 = 0, 338, a3 = 0, 186, τ1 = 172, 9 Jahre, τ2 = 18, 51 Jahre, τ3 =
1, 186 Jahre.
4Bei der Berechnung des GWP von CH4 sind hier auch indirekte Effekte, die durch eine
Erho¨hung der Werte von Ozon und stratospha¨rischem Wasserdampf im Zuge des Verfalls von
CH4 zu CO2 als Zwischen- und Beiprodukte entstehen, eingerechnet. Auf den Ablauf dieser
chemischen Prozesse wird jedoch nicht weiter eingegangen.
10
2 Eigenschaften der Ressource Methanhydrat
diese Arbeit relevanten Treibhausgase festhalten, dass eine in die Atmospha¨re
gelangte Einheit CH4 gro¨ßere klimatische Auswirkungen hat als eine Einheit
CO2 und dass das GWP das gebra¨uchliche Maß ist, um diese Unterschiede abzu-
bilden.5
Die in diesem Abschnitt angesprochene mo¨gliche atmospha¨rische Freisetzung
von CH4 aus den Besta¨nden der Gashydrate wu¨rde zumeist im Zuge ”
katastro-
phaler Ereignisse“ (Archer, 2007, S. 523) stattfinden. Die Abgabe erfolgt dann
aufgrund signifikant vera¨nderter Umgebungsparameter durch submarine Erdrut-
schungen oder plo¨tzliche Austritte von Gasen, die am Meeresboden sogenannte
Pockmarks hinterlassen, schnell im Vergleich zur Lebensdauer des Gases in der
Atmospha¨re. Dort oxidiert das Gas unter Einfluss von Sonnenlicht zuna¨chst zu
CH3 und Wasser (CH4 + OH → CH3 + H2O), wobei CH3 darauffolgend schnell
mit Wasserdampf und anderen Gasen reagiert und CO2 bildet. Allerdings ist auf-
grund der extrem langsamen Reaktionszeiten der Temperaturen in der Tiefsee
auf die Temperaturen an der Oberfla¨che (∼100-1000 Jahre) die wahrscheinliche-
re Form der Freisetzung des CH4 eine ”
chronische Freisetzung“ (Archer, 2007,
S. 523). Diese fu¨hrt bereits im Ozean zur Oxidation zu CO2, so dass das CH4 die
Atmospha¨re nicht in seiner urspru¨nglichen Gestalt erreicht und so die gro¨ßere
Klimawirksamkeit scheinbar keine entscheidende Rolle spielt. Da der Ozean und
die Atmospha¨re aber in einem sta¨ndigen CO2-Austausch stehen, ist es fu¨r das
Gleichgewicht letztlich unerheblich, ob die CO2-Quelle im Ozean oder in der
Atmospha¨re liegt. Ein ho¨herer CO2-Bestand im Ozean fu¨hrt dazu, dass dieser
langfristig weniger CO2 aus der Atmospha¨re aufnehmen kann. Daher folgert Ar-
cher (2007, S. 523), im Falle der chronischen Freisetzung seien die Auswirkungen
aufgrund des akkumulierenden CO2 gro¨ßer als die einer kurzfristig ho¨heren CH4-
Konzentration.
Von dieser Einschra¨nkung, die bezu¨glich der Freisetzung des CH4 in die At-
mospha¨re gemacht werden muss, ko¨nnen jedoch die arktischen Hydrate ausge-
nommen werden. Diese haben aufgrund ihrer vergleichsweise oberfla¨chennahen
Lage einen Sonderstatus bezu¨glich ihrer Reaktion auf die globale Erwa¨rmung in-
ne, da sich Temperaturen hier schneller u¨bertragen. So kann es in diesem Fall
5Aus diesem Grund wird sich diese Arbeit auf dieses GWP beziehen, auch wenn es durchaus
umstritten ist. So argumentieren beispielsweise Moslener und Requate (2009), dass bei dyna-
mischen Problemen mit mehreren Schadstoffen das einheitliche Maß des GWP aufgrund der
unterschiedlichen Abbauraten der verschiedenen Treibhausgase nicht geeignet ist und Optimie-
rungspotential a priori ignoriert.
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auch kurzfristig zur atmospha¨rischen Freisetzung gro¨ßerer Mengen Methans auf-
grund der sich a¨ndernden Umweltbedingungen kommen. Im arktischen Ozean ist
diese Freisetzung von CH4, das die Atmospha¨re auch erreicht, gegenwa¨rtig beob-
achtbar (vgl. Archer, 2007, S. 532, Tab. 1). Auf diese Beobachtungen aufbauend,
weisen Krey et al. (2009, S. 5) auf die daraus folgende Mo¨glichkeit hin, durch die
umsichtige Nutzung dieser Methanhydrate, die wegen ihrer oberfla¨chennahen La-
ge besonders anfa¨llig fu¨r eine Loslo¨sung sind und daru¨ber hinaus vergleichsweise
leicht zuga¨nglich sind, den weiteren Klimawandel abzuschwa¨chen.
2.2 Methanhydrat als Rohstoffquelle
Neben einer derartigen
”
pra¨ventiven Erschließung“ (Krey et al., 2009, S. 5) aus
Gru¨nden des Klimaschutzes, wie sie zum Abschluss des Abschnitts 2.1.2 vorge-
stellt wurde, sprechen weitere Gru¨nde fu¨r eine Nutzung des in den Methanhy-
draten eingelagerten Gases zur Energiegewinnung, die nachfolgende ausgefu¨hrt
werden. Ein gewichtiges Argument fu¨r die Betrachtung von Methanhydraten
als Rohstoffquelle liegt in ihrem sehr großen Energiepotential, dessen Bedeu-
tung der Abschnitt 2.2.1 darstellt und einordnet, bevor im Abschnitt 2.2.2 eine
Einscha¨tzung zur wirtschaftlichen Machbarkeit der Gasgewinnung aus Hydraten
vorgestellt wird.
2.2.1 Energiepotential der Gashydrate
Hinsichtlich einer Nutzung als Rohstoffquelle sind es vor allem die enormen Men-
gen eingelagerten Gases und die weite geographische Streuung, welche die Me-
thanhydrate attraktiv machen (vgl. Kvenvolden, 2000, S. 18). Die Scha¨tzungen
des in Hydraten gebundenen CH4 variieren zwar sehr stark, aber der von Kven-
volden (1988) ermittelte Wert von gescha¨tzten derart gespeicherten 10.000 Gt
Kohlenstoff gilt seither als allgemeiner Konsens. Schon bei Rechnung mit dieser
aus Sicht des Autors recht konservativ gescha¨tzten Menge, wa¨re die in Methanhy-
draten gespeicherte Menge Kohlenstoff mehr als doppelt so groß wie die in allen
bekannten Vorkommen konventioneller fossiler Energietra¨ger (Kohle, O¨l, Erdgas)
gespeicherte Menge (vgl. Kvenvolden, 1993, S. 180). Eine neuere Scha¨tzung des
hydratgebundenen Kohlenstoffs von Milkov (2004), die auf der Grundlage des
aktuellen Wissensstands bezu¨glich mariner Gashydrate entstanden ist, korrigiert
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diesen Konsenswert allerdings deutlich nach unten, auf ∼ 500−2500 Gt Methan.
Hingegen besteht unter den Experten weitgehend Einigkeit daru¨ber, dass – wenn
u¨berhaupt – lediglich ein geringer Anteil dieser mo¨glichen 10.000 Gt tatsa¨chlich
technisch und o¨konomisch sinnvoll nutzbar sind (vgl. z.B. Archer, 2007, S. 532;
Kvenvolden, 2000, S. 18; Walsh et al., 2009, S. 815). Denn fu¨r einen solchen Abbau
kommen grundsa¨tzlich nur die terrestrischen Hydrate der Permafrostregionen so-
wie die marinen Hydrate der flacheren Ozeane in Frage. Da jedoch ein Tausends-
tel des so gescha¨tzten Methanhydratbestands bereits ausreichen wu¨rde, um genug
CH4 zur Deckung des gegenwa¨rtigen ja¨hrlichen Weltenergiebedarfs zu liefern (vgl.
Krey et al., 2009, S. 3), scheint allein die vorhandene Menge dennoch ein gewich-
tiges Argument zu sein, um Methanhydrat als mo¨gliche zuku¨nftige Energiequelle
zu untersuchen. So wird prognostiziert, dass in den na¨chsten Jahrzehnten etwa
10% des globalen Methanbedarfs aus Methanhydraten gedeckt werden ko¨nnten
und dass diese so durchaus eine signifikante Rolle im zuku¨nftigen Energiemix
spielen ko¨nnten (Archer, 2007, S. 532).
Daru¨ber hinaus sprechen die physikalischen Eigenschaften des aus den Hy-
draten zu gewinnenden Gases, CH4, ebenfalls fu¨r eine genauere Untersuchung.
Wa¨hrend Erdgas aus herko¨mmlichen Lagersta¨tten bis zu 20% weitere Alkane und
inerte Gase entha¨lt, besteht das aus Methanhydraten gewonnene Gas aus nahezu
reinem CH4. Methan ist der am wenigsten kohlenstoffintensive Kohlenwasserstoff,
die chemisch am sta¨rksten reduzierte Form von Kohlenstoff. Demnach setzt die
Verbrennung von reinem CH4 bei gleichem Energieertrag weniger CO2 frei als
andere fossile Energietra¨ger beziehungsweise der Energieertrag pro ausgestoße-
ner Einheit CO2 ist maximal.
6 Insbesondere vor dem Hintergrund des seit der
UN-Klimakonferenz 2010 in Cancu´n international offiziell anerkannten 2◦C-Ziels
und den zu dessen Einhaltung notwendigen Reduktionen der CO2-Emissionen
(vgl. IPCC, 2007a, Kap. 3) wird – wie einleitend bereits erwa¨hnt wurde – in den
großen Mengen CH4 aus Hydraten eine Mo¨glichkeit gesehen, die Lu¨cke zwischen
Klimaschutzziel und Energienachfrage u¨bergangsweise durch diese vergleichswei-
se kohlenstoffarme Energieform zu schließen (vgl. Krey et al., 2009, S. 3).
Zuletzt sei noch aufgefu¨hrt, dass der Vergleich mit weiteren unkonventionellen
6Jedes Wasserstoffatom liefert etwa 30% der Energie, die in einem Kohlenstoffatom enthalten
ist. So erzeugt CH4 2,2 mal so viel Energie wie reiner Kohlenstoff (C), wa¨hrend dieselbe Menge
CO2 produziert wird. Ferner erzeugt 1 t CH4 1,8 mal so viel Energie wie 1 t Kohle, wa¨hrend
sogar weniger, 2,75 t statt 3,7 t, CO2 produziert wird (vgl. Sinn, 2008, S. 363).
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Gasvorkommen ebenfalls fu¨r eine Untersuchung der Gashydrate als Energiequel-
le spricht, da ihre Energiedichte, die das Volumen von CH4 pro Volumeneinheit
der Ausgangssubstanz misst, um das zehnfache ho¨her ist als bei anderen unkon-
ventionellen Gasquellen und um das zwei- bis fu¨nffache ho¨her als bei herko¨mm-
lichem Erdgas (vgl. Kvenvolden, 1993, S. 180). Neben diesen verheißungsvollen
Aussichten bezu¨glich des Energiepotentials dieser vergleichsweise kohlenstoffar-
men, in reichlichen Mengen vorhandene Energiequelle, muss jedoch beru¨cksichtigt
werden, dass auch eine versta¨rkte Nutzung von CH4 aus Hydraten und der da-
mit verbundene Ausstoß von CO2 Auswirkungen auf das Klima hat. So sei es
unabdingbar, neben einer unbedingten Vermeidung von CH4-Leckagen beim Ab-
bau auch nach Lo¨sungen fu¨r die anthropogenen CO2-Emissionen, beispielsweise
durch Technologien der CO2-Abscheidung und Speicherung (CCS, engl.: Carbon
Capture and Storage), zu suchen (vgl. Bohrmann und Suess, 2004, S. 144).
2.2.2 Wirtschaftlichkeit der Nutzung von Gashydraten
Bisher haben lediglich die Autoren Walsh et al. (2009) versucht, einem entspre-
chenden Fachpublikum das Potential der Energiereserve Methanhydrat durch Pu-
blikation in einer o¨konomischen Fachzeitschrift zuga¨nglich zu machen, so dass
ihre Ergebnisse an dieser Stelle kurz pra¨sentiert werden. Walsh et al. (2009) ar-
gumentieren, es handele sich bei einer wirtschaftlich lohnenden Produktion von
Gas aus Gashydraten nicht um eine reine Utopie, sondern durchaus um ein rea-
listisches Szenario, insbesondere vor dem Hintergrund steigender Gaspreise und
des
”
atemberaubenden“ (S. 822) Energiepotentials der Hydrate. Sie belegen diese
Aussagen anhand von Berechnungen des Break-Even-Gaspreises, der fu¨r einen
internen Zinsfuß (IRR, engl.: internal rate of return) von 15% beno¨tigt wu¨rde.
Bei den Berechnungen handelt es sich im Wesentlichen um Simulationen mithilfe
von eigens an die Eigenschaften von Gashydraten angepassten geographischen
Simulationsprogrammen, die auf der Grundlage von Daten kalibriert wurden, die
bei Testbohrungen zur technische Machbarkeit gewonnen wurden. Diese Tests zur
Gewinnung von Gas aus Hydraten haben laut Walsh et al. (2009) bisher gezeigt,
dass das einfache Herabsetzen des Druckes eine effektive Methode sei und dass
es es beim Abbau von Hydraten immer erst mit einer gewissen Verzo¨gerung zur
gro¨ßtmo¨glichen Produktionsmenge komme.
Bezu¨glich der Wirtschaftlichkeit des Abbaus von terrestrischen Hydraten pra¨-
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sentieren die Autoren die Ergebnisse einer Studie auf der Grundlage von CMG-
STARS, eines kommerziellen Simulators fu¨r O¨lvorkommen, der an die Eigenschaf-
ten von Hydraten angepasst wurde. In dieser Studie werden zwei verschiedene
Klassen von Hydratvorkommen untersucht. Fu¨r Hydrate der Klasse 1, die ober-
halb einer Zone freien Gases angesiedelt sind, wu¨rde zum Erreichen eines IRR
von 15% ein Gaspreis in Ho¨he von etwa 7,65 US-Dollar pro tausend Kubikfuß
($US/Mscf) beno¨tigt, wa¨hrend fu¨r Hydrate der Klasse 2, die keine Zone frei-
en Gases unterhalb der eigentlichen Hydratschicht entha¨lt, ein Preis von etwa
12,25 $US/Mscf erreicht werden mu¨sste. Um die Wirtschaftlichkeit der Gewin-
nung von Gas aus marinen Gashydraten zu beurteilen, vergleichen Walsh et al.
(2009) die Gasproduktion aus Hydraten mit der Nutzung eines Vorkommens kon-
ventionellen Gases gleicher Gro¨ße, um die Unsicherheiten, die fu¨r beide Arten von
Gasvorkommen gelten und durch die Lage bedingt sind, nicht zu beziffern. Das
Ergebnis der Simulation zeigt, dass aus Hydraten gewonnenes Gas zwar teurer ist
als das konventionell gewonnene Gas, dass sich der Kostenunterschied allerdings
lediglich auf etwa 3,50-4,00 $US/Mscf bela¨uft und nicht auf ein Vielfaches.
Schließlich stellen die Autoren fest, der Bereich der Gaspreise, der eine Pro-
duktion aus Gashydraten rentabel mache, liege nicht viel ho¨her als unter ge-
genwa¨rtigen Marktbedingungen in Nordamerika. Sie schra¨nken jedoch ein, dass
der Umgang mit Gashydraten mit allerlei Unsicherheiten behaftet sei und dass
natu¨rlich zuna¨chst konventionelle Gasfelder attraktiver seinen, dass aber bei einer
entsprechenden Entwicklung des Gaspreises durchaus Gas aus Hydraten gewon-
nen werden ko¨nne. Dabei wu¨rden Hydrate der Klasse 1 aufgrund des enthaltenen
freien Gases bereits fru¨her attraktiv, wa¨hrend bei den Offshore-Vorkommen die
Versorgungssicherheit das vorrangige Motiv zur Rechtfertigung einer Nutzung
sei. Zur Einordnung dieser Schlussfolgerungen ist natu¨rlich festzustellen, dass die
US-Gaspreise zum Zeitpunkt des Entstehens der Studien mit 10,79 $US/Mscf (ab
Bohrloch im Juli 2008) aufgrund des dortigen neuerlichen Gas-Booms deutlich
u¨ber dem aktuellen Preis (3,35 $US/Mscf im Dezember 2012) lagen (vgl. EIA,
2013). Nichtsdestotrotz verdeutlichen die Ergebnisse, dass die rentable Gewin-
nung von Gas aus den Hydraten nicht vo¨llig utopisch und somit eine theoretische
Analyse aus o¨konomischer Perspektive sinnvoll ist.
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3 Optimale Gashydrat-Nutzung bei scha¨dlichen
Effekten aggregierter Treibhausgasemissionen
3.1 Einfu¨hrung
Dieses Kapitel pra¨sentiert nun das erste von drei ressourceno¨konomischen Mo-
dellen, in denen die Eigenschaften von Gashydrat abgebildet werden und ihre
Auswirkungen auf die optimalen Abbaustrategien analysiert werden. Dazu ist es
zuna¨chst notwendig, die in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten Eigen-
schaften der Hydrate mo¨glichst reduziert und einfach abzubilden. Das Modell
dieses Kapitels beru¨cksichtigt die beiden naturwissenschaftlich erkla¨rten Eigen-
schaften, die o¨konomisch als negative Externalita¨ten des Abbaus oder der Nut-
zung der Gashydrate zu interpretieren sind, ebenso wie die stetige Loslo¨sung
der Hydrate aus der Verbundstruktur, die CH4-Emissionen freisetzt. So wird ein
endliches Vorkommen arktischer Methanhydrate im Modell als einzige erscho¨pf-
bare Ressource betrachtet, deren Bestand nicht nur durch die Fo¨rderung sondern
auch durch seine selbststa¨ndige Auflo¨sung reduziert wird. Weiterhin generiert
die Nutzung der Ressource Gashydrat zweierlei volkswirtschaftliche Scha¨den, so-
wohl durch die Akkumulation von Treibhausgasen – CO2-Ausstoß durch die Ver-
brennung sowie CH4-Leckagen im Zuge des Abbauprozesses – als auch durch
die Erho¨hung des Risikos eines marinen Erdbebens aufgrund einer Destabilisie-
rung der Kontinentalha¨nge, welche die Entfernung des
”
Zements“ bewirkt. Um
das Modell mo¨glichst einfach zu gestalten, werden mo¨gliche Substitute der Me-
thanhydrate nicht direkt modelliert, sondern lediglich durch die Annahme eines
endlichen Prohibitivpreises der Energie auf der Nachfrageseite angedeutet.
Das in diesem Kapitel vorgestellte Modell stu¨tzt sich auf eine Klasse theore-
tischer Literatur, welche die Ausbeutung nicht-erneuerbarer fossiler Ressourcen
mit den durch die Emission von Treibhausgasen hervorgerufenen Externalita¨ten
verknu¨pft. Zu dieser Klasse geho¨ren zum Beispiel Ulph und Ulph (1994), Tahvo-
nen (1997), Hoel und Kverndokk (1996) und Farzin und Tahvonen (1996), von
denen im Laufe dieser Arbeit besonders auf Tahvonen (1997) Bezug genommen
wird. Mit Ausnahme von Farzin und Tahvonen (1996) haben all diese Studien die
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Annahme gemeinsam, die Atmospha¨re ko¨nne sich nach Einstellung der Emissio-
nen vollsta¨ndig rehabilitieren und den vorindustriellen Zustand wieder erreichen.
Es ist u¨blich, dies mithilfe einer linearen Regenerationsrate des Treibhausgas-
bestands zu modellieren. Aufgrund dieser Modellierung der Wirkungsweise von
sogenannten Kohlenstoffsenken, die auch in den Modellen dieser Arbeit verwandt
wird, beeinflusst der externe Schaden durch den Treibhausgasbestand die insge-
samt abgebaute Menge des Ressourcenbestands nicht, sondern wirkt sich ledig-
lich auf den Zeitpunkt des Konsums aus, der tendenziell etwas spa¨ter eintritt.
Der Ressourcenbestand wird angesichts hinreichend hoher Abbaukosten mithilfe
von sehr kleinen jedoch stets noch positiven Abbauraten asymptotisch gegen die-
selbe Menge reduziert, wie es ohne die Beru¨cksichtigung der Klimaexternalita¨t
der Fall wa¨re. Im Ergebnis stellt diese Literatur hinsichtlich der Ausgestaltung
einer optimalen Emissionssteuer fest, dass diese mo¨glicherweise nicht-monoton
verla¨uft, ansteigend in einer ersten Phase, gefolgt von einem Ru¨ckgang in der
abschließenden Phase. Das Eintreten dieses Ergebnisses setzt allerdings voraus,
dass der anfa¨ngliche Treibhausgasbestand in der Atmospha¨re relativ gering ist.
Anderenfalls verliefe die optimale Emissionssteuer monoton sinkend u¨ber die Zeit.
Daru¨ber hinaus baut dieses Kapitel auch auf eine Reihe von Studien im Span-
nungsfeld der Endlichkeit der Ressourcen und der Klimaexternalita¨t auf, deren
Fokus auf der Erkla¨rung der Schattenwerte der Ressource wie auch des Treib-
hausgasbestands in der Atmospha¨re liegt. Farzin (1992, 1996) und Krautkraemer
(1998) liefern beispielsweise die Grundlage fu¨r die Interpretation der Schatten-
preise des Ressourcenabbaus und der Treibhausgasemissionen in Abschnitt 3.2.2,
die fu¨r das Modell der Gashydrate noch erweitert werden muss. Weiterhin bezieht
sich das hier pra¨sentierte Modell auch auf die Studien von Krautkraemer (1985)
und Beltratti et al. (1994), die dem Ressourcenbestand allein durch sein Vorhan-
densein einen Wert zusprechen. Denn der erwartete Schaden aufgrund geologi-
scher Risiken ist abha¨ngig von dem verbliebenen Ressourcenbestand und so wird
indirekt einem positiven Ressourcenbestand ebenfalls ein Wert zugeschrieben.
Im Laufe dieses Kapitels werden nun die gesellschaftlich optimalen Abbaupfa-
de fu¨r einen gegebenen Ressourcenbestand von Methanhydraten charakterisiert.
Es zeigt sich, dass es aufgrund der permanenten natu¨rlichen Auflo¨sung der Gas-
hydrate unmo¨glich ist, einen positiven Ressourcenbestand zu erhalten, der im Fall
hinreichend großer bestandsabha¨ngiger Abbaukosten aus o¨konomischer Sicht er-
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strebenswert wa¨re. Stattdessen wird der Ressourcenbestand fru¨her oder spa¨ter
zwangsla¨ufig vollsta¨ndig verschwinden. Diese Tatsache fu¨hrt zu den wesentlichen
Ergebnissen des vorliegenden Kapitels. Ist der Prohibitivpreis im Vergleich zu den
marginalen gesellschaftlichen Gesamtkosten gering, wird im sozialen Optimum ein
gewisser Anteil der Ressourcen in situ belassen und der Abbau wird nicht nur
gegen null gehen, sondern ab einem bestimmten Zeitpunkt tatsa¨chlich gleich null
sein. Dies ist vernu¨nftig, da ein ho¨herer Bestand der Methanhydrate das Risiko
einer Naturkatastrophe verringert. U¨bersteigt hingegen der Prohibitivpreis die-
se marginalen gesellschaftlichen Gesamtkosten, so entha¨lt der Schattenpreis der
Ressource die wohlbekannte Hotelling-Komponente und das Vorkommen wird in
endlicher Zeit vollsta¨ndig genutzt. Lediglich der Fall der Gleichheit dieser beiden
Gro¨ßen reproduziert fu¨r bestimmte Fa¨lle das Standardergebnis der theoretischen
Modelle zur Betrachtung externer Effekte des Treibhausgasbestands, in dem die
Ressource in unendlicher Zeit auf null reduziert wird und die Abbaumengen –
wenn auch sehr klein – stets positiv bleiben. Ein Blick auf die optimalen Politik-
maßnahmen zur Dezentralisierung der sogenannten erstbest-optimalen Ergebnis-
se zeigt, dass aufgrund der zweiten negativen Externalita¨t, die vom noch verblie-
benen Ressourcenbestand abha¨ngig ist, zwei verschiedene Instrumente mo¨glich
sind. Entweder wird ein Mix aus Instrumenten angewandt, der eine Pigou-Steuer
auf CO2-Emissionen und eine Subvention auf den noch vorhandenen Ressourcen-
bestand beinhaltet, oder eine Steuer als alleiniges Instrument wird erhoben, die
derart ausgestaltet ist, dass sie beide externen Effekte internalisiert. Die Ana-
lyse des Modells zeigt daru¨ber hinaus, dass der gesellschaftliche Schaden durch
die globale Erwa¨rmung fu¨r die qualitativen Charakteristika der optimalen Ab-
baupfade nicht wesentlich ist. Ein ho¨herer Schaden durch die Akkumulation der
Treibhausgase in der Atmospha¨re verlangsamt zwar die Fo¨rderung und verzo¨gert
den Zeitpunkt, an dem das Vorkommen erscho¨pft ist, aber letztlich spielt der
erwartete Schaden aufgrund der erho¨hten Risiken einer Naturkatastrophe die fu¨r
das Ergebnis entscheidende Rolle.
Die an dieser Stelle angerissenen Ergebnisse werden im Laufe des Kapitels
entwickelt, nachdem im Abschnitt 3.2 die zu treffenden Annahmen und die Nota-
tion festgelegt sowie Optimalita¨tsbedingungen hergeleitet und interpretiert wer-
den. Das wesentliche Ergebnis in Abschnitt 3.3 charakterisiert dann die optimale
Lo¨sung zuna¨chst in allgemeiner Form, bevor im Abschnitt 3.4 die Analyse der op-
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timalen Lo¨sung anhand der Spezifizierung funktionaler Formen fortgefu¨hrt wird
und einige Beispiele mo¨glicher Zeitpfade pra¨sentiert werden. Der Abschnitt 3.5
untersucht schließlich noch die Mo¨glichkeiten der Dezentralisierung der gesell-
schaftlich optimalen Lo¨sung, bevor Abschnitt 3.6 das Kapitel abschließt.
3.2 Modell der Gashydrat-Nutzung mit externen Scha¨den
Um im weiteren Verlauf dieses Kapitels die optimalen Abbaupfade eines endli-
chen Bestands von Gashydraten analysieren zu ko¨nnen, werden in diesem Ab-
schnitt zuna¨chst einige Annahmen hinsichtlich der Abbildung der beschriebenen
Eigenschaften getroffen und die fu¨r dieses Kapitel gu¨ltige Notationen festgelegt.
Daraufhin entwickelt Abschnitt 3.2.2 das Optimierungsproblem und die Optima-
lita¨tsbedingungen werden aufgestellt sowie interpretiert.
3.2.1 Vereinfachende Annahmen und Notation
Das in diesem Kapitel behandelte Modell repra¨sentiert eine Wirtschaft, die ihren
Bruttonutzen aus dem Konsum einer nicht-erneuerbaren Ressource zieht, die im
Folgenden als Methanhydrat oder Gashydrat bezeichnet wird und somit dessen
Eigenschaften widerspiegelt. Dabei handelt es sich um ein Partialmodell, das
lediglich eine einzelne Ressource betrachtet, so dass weitere substitutive fossile
Brennstoffe nicht explizit modelliert und daher zuna¨chst vernachla¨ssigt werden.
Der Ressourcenbestand des Gashydrats zum Zeitpunkt t wird mit xt bezeich-
net, die Abbaumenge zum Zeitpunkt t mit qt. Des Weiteren wird die atmospha¨ri-
sche Freisetzung von CH4 aufgrund der Loslo¨sung von Gas aus der festen Ver-
bundstruktur der Hydrate – sei es durch plo¨tzlich auftretende Blow-Outs oder
durch ein chronisches Lo¨sen – als natu¨rliche Abbaurate modelliert, die mit β be-
zeichnet wird. So geht zu jedem Zeitpunkt t ein bestimmter Anteil der Ressource,
na¨mlich βxt, auf natu¨rliche Weise ungenutzt verloren und das gebundene CH4-
Gas wird freigesetzt und diffundiert in die Atmospha¨re. Die Bestandsa¨nderung
des Methanhydrats in situ xt u¨ber die Zeit ist somit durch die folgende Gleichung
beschrieben
x˙t = −qt − βxt, x(0) = x0, (3.1)
wobei von einem anfa¨nglicher Ressourcenbestand des Gashydrats von x0 ausge-
gangen wird.
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Weiterhin geht der Abbau des Gashydrats aufgrund dessen Fragilita¨t stets mit
dem Verlust eines bestimmten Anteils des Gases einher, da bisher keine Techno-
logie existiert, die das Auffangen des gesamten gelo¨sten Gases garantieren kann.
Den Anteil des gewonnenen Gases, der tatsa¨chlich konsumiert wird, bezeichnet
ζqt, wohingegen der Anteil (1 − ζ)qt einer jeden abgebauten Einheit des Gashy-
drats unwiederbringlich verloren geht und ebenfalls in Form von CH4 in die At-
mospha¨re diffundiert. Der Konsum des CH4 zwecks Energiegewinnung bewirkt
durch die Verbrennung eine Umwandlung von CH4 zu CO2, dessen Ausstoß in
der Atmospha¨re ebenfalls den Treibhausgasbestand erho¨ht. Dieser Bestand der
Treibhausgase in der Atmospha¨re wird im Folgenden mit zt bezeichnet. Er wird
gemessen in CH4-a¨quivalenten Einheiten, so dass durch den Umrechnungsfak-
tor κ (0 < κ < 1) von CO2-Einheiten zu CH4-Einheiten das geringere GWP
des CO2 abgebildet wird. Außerdem wird eine natu¨rliche Regeneration der At-
mospha¨re angenommen, die einen Abbau der Treibhausgase zu einer konstanten
Rate α (0 < α < 1) bewirkt. Ist z0 der anfa¨nglich gegebene Treibhausgasbe-
stand, so wird die Bestandsa¨nderung der atmospha¨rischen Treibhausgase zt zu
jedem Zeitpunkt beschrieben durch die Gleichung
z˙t = ζκqt + (1− ζ)qt + βxt − αzt = Kqt + βxt − αzt, z(0) = z0, (3.2)
wobei K = ζκ+ (1− ζ) eine Konstante ist.
Der Bruttonutzen, der durch den Konsum des Anteils ζqt der Gases bezie-
hungsweise der daraus gewonnen Energie entsteht, ist U(ζqt), wobei die Nut-
zenfunktion mit U ′ > 0, U ′′ < 0, U(0) = 0 die u¨blichen Eigenschaften besitzt.
Weiterhin ist der Grenznutzen nach oben begrenzt, das heißt U ′(0) = p¯ <∞, so
dass die Inada-Bedingungen an dieser Stelle keine Gu¨ltigkeit besitzen. Die Annah-
me eines endlichen Grenznutzens der ersten abgebauten Einheit der Ressource ist
insofern plausible, als dass sie in dem betrachteten Partialmodell eine endliche
Zahlungsbereitschaft fu¨r die erste Einheit der Ressource widerspiegelt, da von
alternativen Energieformen zu einem bestimmten Preis p¯ ausgegangen werden
kann. Diesem Bruttonutzen stehen die zwei Externalita¨ten gegenu¨ber, die der
Abbau und die Nutzung der nicht-erneuerbaren Ressource Gashydrat erzeugen.
Einerseits erho¨hen die Emissionen den Bestand der atmospha¨rischen Treibhaus-
gase und verursachen so mit der globalen Erwa¨rmung einhergehende gesellschaft-
liche Scha¨den, welche im Folgenden durch die Schadensfunktion D(zt) abgebildet
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werden. In Bezug auf diese Schadensfunktion gelten mit D′ > 0, D′′ ≥ 0 und
D′(0) = 0 ebenfalls die u¨blichen Annahmen. Andererseits destabilisiert der Abbau
der Gashydrate die Kontinentalha¨nge und erho¨ht die Gefahr eines (maritimen)
Erdbebens aufgrund von Hangrutschungen, das mo¨glicherweise sogar Tsunamis
hervorrufen kann. Der erwartete Schaden durch derartige geologische Risiken wird
mit G(xt) bezeichnet und ist negativ abha¨ngig vom Bestand der Gashydrate in
situ, so dass die Annahme von G′ < 0, G′′ > 0 und G(x0) = 0 fu¨r diese Schadens-
funktion plausibel ist. Der Bruttonutzen aus dem Abbau und der Verbrennung
des aus den Hydraten gewonnenen Gases muss also nicht nur um die bestands-
abha¨ngigen Abbaukosten C(qt, xt) = qtc(xt) mit c
′(xt) < 0 und c′′(xt) ≥ 0 redu-
ziert werden, sondern auch um die beiden soeben beschriebenen gesellschaftlichen
Scha¨den D(zt) und G(xt), um den gesellschaftlichen Nettonutzen oder auch die
Wohlfahrt zu erhalten, die durch [U(ζqt)−C(qt, xt)−G(xt)−D(zt)] beschrieben
ist. Mit einer konstanten Diskontrate ρ besteht die Aufgabe des sozialen Planers,
die im folgenden Abschnitt in Form eines Optimierungsproblems pra¨sentiert wird,
nun darin, die Abbaurate qt ≥ 0 optimal zu wa¨hlen, so dass die intertemporale
Wohlfahrt maximiert wird.
3.2.2 Optimierungsproblem und Bedingungen erster Ordnung
Nachdem die Annahmen und die Modellierung im vorigen Abschnitt 3.2.1 voll-
sta¨ndig beschrieben wurden, kann das Optimierungsproblem des sozialen Planers
nun wie folgt ausgedru¨ckt werden.
max
{qt}t≥0
W =
∞∫
0
[U(ζqt)− C(qt, xt)−G(xt)−D(zt)] · e−ρtdt
unter den Nebenbedingungen (3.1), (3.2), x(t) ≥ 0, zt ≥ 0 und q(t) ≥ 0.
Zur Herleitung der Optimalita¨tsbedingungen dieses Problems ist es zuna¨chst
zweckdienlich, die Bewegungsgleichung des Treibhausgasbestands (3.2) in Ein-
heiten der durch die Nutzung einer Einheit der Ressource durchschnittlich aus-
gestoßenen Treibhausgase zu formulieren. Dies ermo¨glicht ein Umskalieren der
Gleichung (3.2), so dass der Treibhausgasbestand nun als yt = zt/K definiert ist.
Gilt weiterhin γ = β/K, wobei β < K gilt, so kann die A¨nderung des atmo-
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spha¨rischen Treibhausgasbestands durch die Gleichung
y˙t = qt + γxt − αyt (3.3)
dargestellt werden, wobei 0 < γ < 1. Da K lediglich eine Zusammenfassung
konstanter Parameter darstellt, wird die Dynamik durch diese Skalierung nicht
beeinflusst und es ist vollkommen unproblematisch, im Folgenden mit yt anstelle
von zt zu arbeiten. Demzufolge kann fu¨r das bisher beschriebene Problem die
folgende Hamiltonfunktion in laufenden Werten aufgestellt werden
Hc(xt, yt, qt, λt, µt) = U(ζqt)− qtc(xt)−D(yt)−G(xt)
+λt(−qt − βxt) + µt(qt + γxt − αyt),
wobei λt die Ko-Zustandsvariable des Ressourcenbestands in situ bezeichnet,
welche die dynamische Restriktion bezu¨glich der Entwicklung des Ressourcen-
bestands beru¨cksichtigt. Sie kann als Schattenwert einer Einheit der Ressource in
situ, als der Schattenpreis fu¨r den Abbau einer zusa¨tzlichen Einheit der Ressource
oder auch als Knappheit der Ressource interpretiert werden. Demgegenu¨ber be-
zeichnet µt die Ko-Zustandsvariable des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands
und ist der dynamischen Entwicklung des Bestands der Treibhausgase zugeord-
net. A¨quivalent kann sie als Schattenwert einer ausgestoßenen Einheit Treibhaus-
gas oder als
”
Knappheitsrente der Umwelt“ (engl.:
”
environmental scarcity rent“,
Farzin, 1996) verstanden werden. Da es sich bei einem erho¨hten atmospha¨rischen
Treibhausgasbestand um ein o¨ffentliches U¨bel handelt, muss sein Schattenwert µt
stets nicht-positiv sein.7 Im Gegensatz dazu hat die Ressource in situ durchaus
einen Wert, so dass ihr Schattenwert λt positiv ist, solange es sich lohnt, Ein-
heiten im Boden fu¨r den spa¨teren Konsum zuru¨ckzuhalten, allerdings kann auch
dieser Schattenwert negativ werden.
Unter Anwendung des Pontrjagin’schen Maximumprinzips lassen sich fu¨r die
optimale (innere) Lo¨sung mit qt ≥ 0 eine statische (3.4) und zwei dynamischen
(3.5) und (3.6) Bedingungen erster Ordnung herleiten, die wie auch die Transver-
salita¨tsbedingungen (3.7) und (3.8) neben den beiden Zustandsgleichungen (3.1)
7Formal folgt dies aus der Kombination der nachfolgend dargestellten Optimalita¨tsbedingun-
gen von (3.6) und der Transversalita¨tsbedingung (3.8). Wa¨re µt positiv, so wu¨rde es exponentiell
mit einer Rat steigen, welche die Diskontrate u¨bersteigt, so dass die Transversalita¨tsbedingung
verletzt wu¨rde.
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und (3.3) zu jedem Zeitpunkt erfu¨llt sein mu¨ssen.
∂Hc
∂q
=0 ⇒ ζU ′(ζqt)− c(xt)− λt + µt ≤ 0, (= 0 wenn qt > 0) (3.4)
∂Hc
∂x
=− λ˙+ ρλ ⇒ λ˙t = (β + ρ)λt + qtc′(xt)− γµt +G′(xt) (3.5)
∂Hc
∂y
=− µ˙+ ρµ ⇒ µ˙t = (α + ρ)µt +D′(yt) (3.6)
lim
t→∞
xtλte
−ρt = 0 (3.7)
lim
t→∞
µte
−ρt = 0 (3.8)
Die Bedingung (3.4) fordert zuna¨chst die Gleichheit von Grenznutzen des Res-
sourcenkonsums, ζU ′(ζqt), und den durch den Abbau entstehenden gesellschaft-
lichen Grenzkosten, die sich aus den bestandsabha¨ngigen Kosten fu¨r den Abbau
einer Einheit c(xt) und zwei weiteren Komponenten zusammensetzen, welche die
externen Kosten durch Abbau (λt) und Emissionen (−µt) repra¨sentieren.
Die Gleichung (3.6) fordert die intertemporale Effizienz der Akkumulation der
Treibhausgase in der Atmospha¨re, indem sie – wie u¨blich – zu jedem Zeitpunkt
Grenzkosten und Grenznutzen gleichsetzt, die durch das Verzo¨gern des Abbaus
einer Einheit beziehungsweise der damit verbundenen Emission von Treibhaus-
gasen entsteht. In Kombination mit der Transversalita¨tsbedingung (3.8), kann
die Differentialgleichung (3.6) folgendermaßen gelo¨st werden:
µ(t) = −
∞∫
t
e−(α+ρ)(τ−t)D′(y(τ)) dτ (3.9)
Diese Darstellungsweise verdeutlicht, dass der Schattenpreis des aggregierten
Treibhausgasbestands in der Atmospha¨re genau in den zusa¨tzlichen gesellschaft-
lichen Kosten besteht, die der Ausstoß einer weiteren Einheit Treibhausgase ver-
ursacht. An dieser Stelle sind diese marginalen externen Kosten gegeben durch
den auf den Zeitpunkt t abdiskontierten Grenzschaden, den der Ausstoß zum
Zeitpunkt t verursacht sowie in alle folgenden Perioden u¨bertra¨gt.
Nachdem Gleichung (3.9) genau die Gestalt annimmt, wie sie aus der Litera-
tur bekannt ist (vgl. z.B. Tahvonen, 1997), bleibt der Schattenpreis der Ressource
in situ λt als die interessantere Variable, da sie einige der Besonderheiten unse-
res Modells widerspiegelt. Auch die Gleichung (3.5) fordert intertemporale Effizi-
23
3 Optimale Gashydrat-Nutzung bei scha¨dlichen Effekten aggregierter
Treibhausgasemissionen
enz, in diesem Fall des Ressourcenabbaus. Die Lo¨sung dieser Differentialgleichung
zeigt uns die Opportunita¨tskosten unserer erscho¨pfbaren Ressource Gashydrat als
Summe dreier konzeptionell verschiedener Einflu¨sse:
λ(t) = φ e(β+ρ)t (3.10)
−
∫ ∞
t
e−(β+ρ)(τ−t)[qτc′(xτ ) +G′(xτ )]dτ + γ
∫ ∞
t
e−(β+ρ)(τ−t))µτdτ
Dabei ist φ = limt→∞ λte−(β+ρ)t der Gegenwartswert der Nutzungskosten, die
durch die endliche Verfu¨gbarkeit der Gashydrate hervorgerufen werden. Dieser
ist immer dann null, wenn der Ressourcenbestand aufgrund der bestandsabha¨ngi-
gen Abbaukosten und des Schadens durch geologische Risiken nicht vollsta¨ndig
genutzt wird (vgl. Krautkraemer, 1985, 1998). Somit ist die erste Komponente
in (3.10), also φe(β+ρ)t, die hinla¨nglich als Hotelling-Rente oder auch physische
Knappheitsrente interpretiert wird, nicht existent, wenn der Abbau der Ressource
gestoppt wird, obwohl noch ein Restbestand vorhanden ist. Ist diese Komponente
physischer Knappheit hingegen positiv, wird sie exponentiell mit der spezifischen
Diskontrate des Gashydrats, (β+ ρ), wachsen, da auch der natu¨rliche Abbau zur
Reduktion des Bestands beitra¨gt.
Die zweite Komponente dieses Schattenwerts resultiert direkt aus der Be-
standsabha¨ngigkeit der Abbaukosten und des geologischen Schadens, den soge-
nannten Bestandseffekten. Da die Reduktion des Ressourcenbestands um eine
Einheit sowohl die marginalen Abbaukosten als auch den marginalen Schaden
durch geologische Risiken erho¨ht, bewirkt deren Abbau zum Zeitpunkt t zuku¨nfti-
ge Kosten. Diese zuku¨nftigen Kosten schaffen einen Wert des Nicht-Konsumierens
der Gashydrate in situ, welcher mit einem positiven Schattenwert einhergeht (vgl.
Sweeney, 1993). Wa¨hrend der Einfluss der marginalen Abbaukosten mit Ru¨ck-
gang des Abbaus ebenfalls verschwindet, da der Ausdruck qτc
′(xτ ) verschwindet,
wenn qτ gegen null geht, ha¨ngt der Anstieg in dem Grenzschaden G
′(xτ ) nicht
von der Abbaurate ab. Die Erho¨hung des Risikos einer Hangrutschung ist irre-
versibel und so bleibt dieser letzte positive und streng monoton ansteigende Teil
des zweiten Terms von (3.10) bestehen.
Der dritte Term in (3.10) stellt ein Alleinstellungsmerkmal des hier vorgestell-
ten Modells zur Nutzung von Gashydraten dar. Da µt negativ ist, gilt dies auch
fu¨r die gesamte dritte Komponente, die damit dem Wert des Nicht-Konsumierens
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entgegen wirkt und ihn teilweise aufhebt. Sie kann als marginale Kosten des
Zuru¨ckhaltens einer Einheit der Hydrate interpretiert werden. Diese Kosten des
Nicht-Konsumierens resultieren aus dem natu¨rlichen Abbau des Gashydrats, der
nicht nur die Reduktion des Bestandes beschleunigt, sondern auch in jeder Pe-
riode mit γxt zum Bestand der Treibhausgase in der Atmospha¨re beitra¨gt. Dies
wiederum erho¨ht die Schattenkosten der Emissionen und damit auch die zuku¨nf-
tigen Kosten der Ressourcennutzung. Somit erho¨ht eine im Boden zuru¨ckgehal-
tene Einheit der Ressource die Schattenkosten des Treibhausgasbestands. Diese
Tatsache verringert wiederum den Schattenwert der Ressource in situ.
Einsetzen von (3.9) in (3.10) und die Anwendung des Theorems von Fubini,
um das doppelte Integral zu eliminieren, ermo¨glichen die Darstellung der Oppor-
tunita¨tskosten (3.10) in Abha¨ngigkeit der beiden Externalita¨ten.8
λ(t) = φ e(β+ρ)t (3.11)
−
∫ ∞
t
e−(β+ρ)(τ−t)
[
qτc
′(xτ ) +G′(xτ ) +D′(yτ )
γ
(
1− e−(α−β)(τ−t))
α− β
]
dτ
Aus dieser Formulierung des Schattenpreises der Ressource (3.11) la¨sst sich di-
rekt ablesen, dass in Bezug auf den Schattenpreis der Ressource die beiden
Externalita¨ten in gegensa¨tzliche Richtungen wirken. Wa¨hrend die beiden vom
Ressourcenbestand abha¨ngigen Effekte den Schattenwert in die Ho¨he treiben
(−G′ > 0,−c′ > 0), wirkt der vom Treibhausgasbestand abha¨ngige Schaden
reduzierend (−D′ < 0). In dieser Hinsicht verhindert der Abbau einer weiteren
Einheit Gashydrats den natu¨rlichen Abbau, der direkt die Atmospha¨re scha¨digen
wu¨rde.
Zuletzt mu¨ssen die optimal gewa¨hlten Pfade auch die Transversalita¨tsbedin-
gungen (3.7) und (3.8) erfu¨llen. Aufgrund des zugrunde gelegten unendlichen
Zeithorizonts, sind diese Grenztransversalita¨tsbedingungen streng genommen kei-
ne notwendigen Optimalita¨tsbedingungen (vgl. Feichtinger und Hartl, 1986, Satz
2.3, S. 39). Sind sie jedoch bei Konkavita¨t der maximierten Hamiltonfunktion
H0(xt, yt, λt, µt) erfu¨llt, so ist dies hinreichend fu¨r die Optimalita¨t einer Lo¨sung
q∗t , welche die notwendigen Bedingungen erfu¨llt (vgl. Feichtinger und Hartl, 1986,
Satz 2.4, S. 42). Die maximierte HamiltonfunktionH0 erhalten wir durch Auflo¨sen
8Die Herleitung anhand von Fubinis Theorem findet sich im Anhang A.1.
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von (3.4) nach q∗(xt, λt, µt) mit
∂q∗t
∂xt
= c
′(xt)
ζ2U ′′(ζqt) und anschließendem Einsetzen in
die Hamiltonfunktion. Ihre Konkavita¨t in x und y ist garantiert, falls die Hessema-
trix negativ semi-definit ist. Im vorliegenden Fall ist die Konkavita¨t von H0 auf-
grund der bestandsabha¨ngigen Abbaukosten in der Zielfunktion nicht grundsa¨tz-
lich gegeben, sondern nur wenn
− c
′(xt)2
ζ2U ′′(ζqt)
≤ qtc′′(xt) +G′′(xt)
angenommen wird. Ist diese implizite Bedingung an die Grenzkosten c(xt) erfu¨llt,
so ist eine Lo¨sung optimal, wenn die Bedingungen (3.4) bis (3.8) erfu¨llt sind (vgl.
”
Arrow sufficiency theorem for infinite horizon problems“, Seierstad und Sydsae-
ter, 1987, Theorem 14, S. 236). Ist die Konkavita¨t von H0 hingegen nicht gegeben,
so ko¨nnen laut Seierstad und Sydsaeter (1987, Theorem 16, S. 244) die Grenz-
transversalita¨tsbedingungen dennoch als notwendige Optimalita¨tsbedingungen
aufgefu¨hrt werden, wenn
”
gewisse Wachstumsbeschra¨nkungen“ (Feichtinger und
Hartl, 1986, S. 187) erfu¨llt sind, die den Einfluss der Zustandsvariablen auf die
Zielfunktion beschra¨nken. Farzin und Tahvonen (1996, S. 519) zeigen, dass diese
”
gewissen Wachstumsbeschra¨nkungen“ zutreffen, wenn c′(0), D(y0 + x0), D′(y0 +
x0), G(0) und G
′(0) endlich sind. Somit ist die global optimale Lo¨sung eindeutig
bestimmt, wenn ein eindeutiger Kandidat existiert, der den Bedingungen (3.1),
(3.3) sowie (3.4) bis (3.8) genu¨gt.
3.3 Klassifizierung der Optimalen Zeitpfade
Auf der Grundlage der im vorigen Abschnitt hergeleitet und diskutierten Optima-
lita¨tsbedingungen kann nun die optimale Lo¨sung des Problems fu¨r die verschiede-
nen auftretenden Fa¨lle charakterisiert werden. Diese Klassifizierung geschieht im
Wesentlichen durch die Proposition 3.1, die eine Einteilung der mo¨glichen Fa¨lle
vornimmt.
Nach Bedingung (3.4) ko¨nnen entlang des optimalen Abbaupfads zwei ver-
schiedene aus Umschaltbedingung und Kontrollvariable bestehende Systeme auf-
treten:
System 1: qt > 0 ⇔ ζU ′(ζqt)− c(xt)− λt + µt = 0 (3.12)
System 2: qt = 0 ⇔ ζU ′(ζqt)− c(xt)− λt + µt < 0 (3.13)
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Ist die Abbaurate qt positiv, so muss die Umschaltbedingung (3.4) mit Gleichheit
erfu¨llt sein, wohingegen nicht abgebaut wird (qt = 0), falls die Differenz aus
maximaler Zahlungsbereitschaft und gesellschaftlichen Grenzkosten negativ ist.
Eine Besonderheit des Modells zum Abbau von Gashydrat ist weiterhin die
”
Eigendynamik“ des dynamischen Systems. Wenn ab einem Zeitpunkt T ein Teil
der Ressource in situ belassen wird, das heißt xT > 0, so wird der Bestand sich
aufgrund des natu¨rlichen Abbaus weiter verringern und dabei der Bestand der
Treibhausgase erho¨hen. Fu¨r t ≥ T entwickeln die Besta¨nde sich daher nach den
Regeln
xt = xT e
−β(t−T ) fu¨r alle t ≥ T (3.14)
yt =
γ
α− β xT
[
e−β(t−T ) − e−α(t−T )]+ yT e−α(t−T ) fu¨r alle t ≥ T (3.15)
Aufgrund dieser Eigendynamik ko¨nnen die u¨blichen Methoden der Analyse des
Abbaus nicht-erneuerbarer Ressourcen nicht unbedingt direkt angewendet wer-
den, da nicht alle Reaktionen des Systems eine Folge o¨konomischer Aktivita¨t sind
und somit nicht vollsta¨ndig kontrolliert werden ko¨nnen. Beispielsweise existiert
kein positiver Ressourcenbestand im Steady-State, da dieser Bestand entweder
durch den Abbau oder durch den natu¨rlichen Abbau unausweichlich gegen null
konvergiert, das heißt xt → 0 fu¨r t→∞.
Davon abgesehen ist es unausweichlich, dass der Abbau in endlicher oder
unendlicher Zeit eingestellt wird, so dass qt → 0 fu¨r t → ∞ gilt. Gleichung
(3.3) liefert dann yt → 0 und aus (3.6) und (3.8) folgt µt → 0. Somit gilt im
Steady-State fu¨r alle Variablen q∞ = x∞ = y∞ = µ∞ = 0, nur nicht fu¨r den
Schattenwert der Ressource, der fu¨r t → ∞ gegen einen positiven Wert λ∞ =
−G′(0)
β+ρ
konvergiert. Dieser Wert ist entscheidend fu¨r die Charakterisierung der
verschiedenen optimalen Abbaupfade, die durch die nun folgende Proposition
zusammengefasst werden.
Proposition 3.1 Die folgenden drei Fa¨lle charakterisieren die optimale Lo¨sung
des Problems zum Abbau von Gashydraten:
Fall i: Wenn
ζp¯ > −G
′(0)
β + ρ
+ c(0), (3.16)
gilt, so existiert ein endlicher Zeitpunkt T < ∞, so dass qt = xt = 0 und yt =
yT e
−α(t−T ) fu¨r alle t ≥ T (Lo¨sung vom Typ a).
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Fall ii: Wenn
ζp¯ < −G
′(0)
β + ρ
+ c(0), (3.17)
gilt, so existiert ein endlicher Zeitpunkt T < ∞, so dass qt = 0 fu¨r alle t ≥ T
und xT > 0, wobei xt und yt sich fu¨r t ≥ T nach (3.14) beziehungsweise (3.15)
entwickeln (Lo¨sung vom Typ b).
Fall iii: Wenn
ζp¯ = −G
′(0)
β + ρ
+ c(0), (3.18)
gilt, so ko¨nnen zwei Mo¨glichkeiten auftreten. Entweder ist die Lo¨sung ebenfalls
vom Typ b) oder qt > 0 fu¨r alle t ≥ 0 mit limt→∞ qt = 0, limt→∞ xt = 0,
limt→∞ yt = 0 (Lo¨sung vom Typ c).
Beweis Der Beweis zu dieser Proposition findet sich in Anhang A.2.
Der Fall i) steht im Einklang mit den in der Literatur u¨blichen Ergebnis-
sen. Ist die maximale Zahlungsbereitschaft fu¨r die letzte Einheit der Ressource
gro¨ßer als die (gesellschaftlichen) Grenzkosten ihres Abbaus, so existiert eine po-
sitive Hotelling-Rente. Demnach ist φ in (3.11) positiv und diese Komponente
der Knappheitsrente φe(β+ρ)t in (3.11) steigt exponentiell an. Daher mu¨ssen die
Opportunita¨tskosten die maximale Zahlungsbereitschaft zwingend schneiden und
der Ressourcenbestand wird in endlicher Zeit erscho¨pft.
Im Fall ii) ist die marginale Zahlungsbereitschaft fu¨r eine Einheit Gashydrat
hinreichend klein beziehungsweise die gesellschaftlichen Grenzkosten der Nutzung
sind hinreichend hoch, so dass die reine Knappheitsrente der Ressource null ist
(φ = 0). Daher lohnt sich der Abbau nur bis zu einem bestimmten Bestand xT > 0
und endet damit in endlicher Zeit T <∞mit einem positiven Restbestand im Bo-
den zum Zeitpunkt T . Allerdings ist der Ressourcenbestand im Steady-State x∞
aufgrund des natu¨rlichen Abbaus gleich null, obwohl zum Zeitpunkt T ein Teil der
Ressource im Boden belassen wird. Wa¨hrend in a¨hnlichen Modellen zum Abbau
erscho¨pfbarer Ressourcen unter Beru¨cksichtigung von Scha¨den durch akkumu-
lierende Treibhausgasemissionen der Ressourcenbestand asymptotisch gegen ein
positives Niveau reduziert wird (z.B. Tahvonen, 1997), wird dieser kritische Wert
in Fall ii) unseres Modells in endlicher Zeit erreicht, der Abbau eingestellt und
der Bestand wird seiner selbststa¨ndigen Dynamik u¨berlassen.
Fall iii) ist der sogenannte Knife-Edge-Fall, in dem die gesellschaftlichen Grenz-
kosten im Steady-State genau dem Prohibitivpreis entsprechen. Zu erwarten wa¨re,
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dass dieser Wert nur asymptotisch in unendlicher Zeit erreicht wu¨rde, wobei die
Abbauraten ebenfalls in unendlicher Zeit verschwindend klein wu¨rden (Lo¨sung
vom Typ c). Dies kann in der Tat zu treffen, muss aber aufgrund des natu¨rlichen
Abbaus der Ressource nicht unbedingt der Fall sein. Neben der asymptotischen
Lo¨sung kann es auch optimal sein, den Abbau in endlicher Zeit abzubrechen und
einen kleinen Teil der Ressource nicht abzubauen (Lo¨sung vom Typ b). Leider
ist es auf diesem allgemeinen Niveau der Analyse unmo¨glich, fu¨r den Fall iii)
die Bedingungen genauer zu spezifizieren, die eine Unterscheidung ermo¨glichen
wu¨rden. Unter der Annahme linear-quadratischer funktionaler Formen, wie sie
im folgenden Abschnitt 3.4 getroffen wird, ist es hingegen mo¨glich, eine solche
Bedingung herzuleiten.
3.4 Spezialfall Linear-Quadratischer Funktionen
Um das dynamische System u¨ber die Proposition 3.1 hinausgehend analysieren
zu ko¨nnen, werden fu¨r die Darstellungen dieses Abschnitts funktionale Formen
angenommen. Die Betrachtung dieses Spezialfalls ermo¨glicht im Abschnitt 3.4.1
eine weitere Charakterisierung der optimalen Lo¨sung, indem fu¨r den Fall iii) die
Grenze zwischen dem Auftreten der Lo¨sung vom Typ b) oder c) spezifiziert wird.
Daraufhin zeigt Abschnitt 3.4.2 den Lo¨sungsweg zur Bestimmung der optimalen
Zeitpfade auf, bevor diese im Abschnitt 3.4.3 mit einem Fokus auf die besonderen
Elemente unseres Modells fu¨r alle Typen von Lo¨sungen vorgestellt werden.
Die Nutzenfunktion wird als quadratische Funktion der Abbaurate angenom-
men. Sie lautet
U(qt) = (p¯− b
2
qt)qt, (3.19)
so dass die Nachfrage linear ist. Die Stu¨ckkosten des Abbaus werden als linear
im Ressourcenbestand angenommen:
c(xt) = c1 − c2xt (3.20)
Die Funktionen der gesellschaftlichen Scha¨den sind quadratisch, mit
G(xt) =
f
2
(x0 − xt)2 (3.21)
fu¨r den erwarteten volkswirtschaftlichen Schaden, der durch geologische Risiken
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hervorgerufen wird, und
D(yt) =
d
2
y2t (3.22)
fu¨r den durch einen erho¨hten Treibhausgasbestand hervorgerufenen Schaden.9
3.4.1 Weitere Charakterisierung des optimalen Abbaus
Die soeben eingefu¨hrten Spezifizierungen ermo¨glichen fu¨r den Fall iii) der Propo-
sition 3.1 eine Formulierung von Bedingungen fu¨r das Eintreten der Lo¨sung vom
Typ b) oder c). In der Argumentation spielt die Ableitung der gesellschaftlichen
Kostenfunktion nach der Zeit zum Zeitpunkt des Umschalten von System 1 zu
System 2, die durch λ˙T − µ˙T + c′(xT )x˙T gegeben ist, eine besondere Rolle. Wa¨re
diese Ableitung negativ, so ko¨nnte ein solches Umschalten nicht erfolgen, da die
gesellschaftlichen Kosten sofort nach dem Abbaustopp wieder unter den Prohibi-
tivpreis ζp¯ fallen wu¨rden. Dies wiederum wu¨rde bedeuten, dass der Abbau erneut
lohnenswert wu¨rde. Demnach kann die Lo¨sung nicht vom Typ b) sondern muss
vom Typ c) sein, falls ein Umschalten zum System 2 mit λ˙T − µ˙T + c′(xT )x˙T < 0
einhergeht. Ist hingegen λ˙T − µ˙T + c′(xT )x˙T > 0, muss die Lo¨sung vom Typ
b) sein. Nach diesen Voru¨berlegungen ko¨nnen wir nun die Grenze zwischen den
beiden Lo¨sungstypen des Falls iii) in Proposition 3.1 genauer spezifizieren.
Proposition 3.2 Es gelte (3.18), das heißt ζp¯ = − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0), und die einbe-
zogenen Funktionen seien durch (3.19) bis (3.22) gegeben. Dann ist die optimale
Lo¨sung
i) vom Typ c), falls
ρ+ β ≤ γ − β (3.23)
oder falls
ρ+ β > γ − β und γ
(α− β)
D′′
(α + β + ρ)
≤ G
′′ − c′(2β + ρ)
2β + ρ− γ (3.24)
ii) vom Typ b), anderenfalls.
Beweis Der Beweis zu dieser Proposition findet sich im Anhang A.3.
9Um die Bedingungen besser interpretieren zu ko¨nnen, werden im Folgenden weiterhin
D′′, G′′ und −c′ anstelle der Parameter d, f und c2 verwandt.
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Die Proposition stellt klar, dass ein asymptotischer Abbaupfad, der sich fu¨r t→
∞ dem Wert null anna¨hert, optimal sein wird, wenn entweder die spezifische
Diskontrate des Gashydrats (β+ρ) hinreichend klein ist, oder wenn die Steigung
des Grenzschadens des Treibhausgasbestands relativ klein ist im Vergleich zur
Steigung der gesellschaftlichen Grenzkosten des Abbaus. Trifft dies nicht zu, wird
der Abbau in endlicher Zeit gestoppt und ein Teil der Ressource in situ belassen.
Fu¨r die angenommenen funktionalen Formen klassifiziert Proposition 3.1 in
Kombination mit Proposition 3.2 alle qualitativen Formen der Lo¨sung, die auf-
treten ko¨nnen, vorausgesetzt es ist im Zeitpunkt t = 0 u¨berhaupt optimal, mit
dem Abbau zu beginnen. Denn mit einem anfa¨nglich hinreichend großen Treib-
hausgasbestand y0 kann es optimal sein, im Zeitpunkt t = 0 nicht abzubauen
und zuna¨chst abzuwarten, bis sich der Treibhausgasbestand ausreichend abge-
baut hat. Im Anschluss ko¨nnen die Pfade dann wie zuvor charakterisiert werden.
Im na¨chsten Abschnitt folgt nun die kurze Darstellung der Randbedingungen, die
beno¨tigt werden, um fu¨r die optimalen Pfade der Lo¨sungen vom Typ a), b) und
c) bestimmen zu ko¨nnen.
3.4.2 Analytische Bestimmung der optimalen Lo¨sung
Unter Verwendung unserer Annahmen bezu¨glich der funktionalen Formen (3.19)
bis (3.22) kann das dynamische System unseres Problems als ein 4x4-System
linearer Differentialgleichungen erster Ordnung beschrieben werden und eine ex-
plizite Bestimmung der Zeitpfade ist mo¨glich. Anhang A.4 zeigt, dass alle drei
Typen der Lo¨sung die Eigenschaften eines Sattelpfads in ihrer letzten Phase ent-
wickeln, wa¨hrend Anhang A.5 die allgemeine Form der Lo¨sung in Abha¨ngigkeit
von den Randbedingungen formuliert.
Bei Lo¨sungen des Typs c), die sich durch ein positives q∗t fu¨r alle t auszeichnet,
hat die sattelpfadstabile Lo¨sung u¨ber den gesamten Planungshorizont Gu¨ltigkeit.
Zum Bestimmen der inneren Lo¨sung des Systems genu¨gen die Anfangsbedin-
gungen bezu¨gliche der Besta¨nde, x(0) = x0 und y(0) = y0, mit deren Hilfe die
zwei zu den negativen Eigenwerten des linearen Gleichungssystems geho¨renden
Konstanten berechnet werden.10
In Bezug auf Lo¨sungen vom Typ a) oder b) kann hingegen die Phase des
Systems 1, des positiven Abbaus (qt > 0 fu¨r t < T ), als ein U¨bergang betrachtet
10Eine detaillierte Beschreibung der Berechnung findet sich in Anhang A.5.
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werden, der zu den korrekten Startwerten des Sattelpfads in der letzten Phase
(System 2) hinfu¨hrt. Um diesen U¨bergangspfad zu bestimmen, werden alle vier
Eigenwerte des linearen Gleichungssystems beno¨tigt. Weiterhin bedarf es fu¨nf Be-
dingungen, um das Gleichungssystem nach den vier in der allgemeinen Lo¨sung
enthaltenen Konstanten Ai und den Zeitpunkt des Umschaltens T zu lo¨sen. Neben
den beiden Anfangsbedingungen x(0) = x0 und y(0) = y0 muss die Stetigkeit der
Umschaltbedingung (3.4) sowie der Ko-Zustandsvariablen µt des Treibhausgas-
bestands, die durch (3.9) gegeben ist, im Zeitpunkt T erfu¨llt sein. Die Linearita¨t
der Grenzscha¨den in den Besta¨nde, die aufgrund der gewa¨hlten Spezifikation der
Funktionen gegeben ist, ermo¨glicht durch Einsetzen von (3.14) und (3.15) in (3.9)
die Darstellung des Schattenpreises µt zum Zeitpunkt T als
µT = −d(γxT + (α + β + ρ)yT )
(2α + ρ)(α + β + ρ)
. (3.25)
Die fu¨nfte Bedingung, die fu¨r die Lo¨sung des Systems beno¨tigt wird, ist fu¨r die bei-
den Typen von Lo¨sungen unterschiedlich. Fu¨r Typ a) ist sie einfach durch x(T ) =
0 gegeben, wa¨hrend fu¨r Typ b) auch die Stetigkeit der Ko-Zustandsvariable des
Ressourcenbestands garantiert sein muss. Da die Komponente der reinen Knapp-
heitsrente im Typ b) verschwindet, das heißt φ = 0 ist, kann dieser Wert nun
durch Einsetzen von (3.14) und (3.15) in (3.11) gewonnen werden:11
λT =
fx0
β + ρ
− fxT
2β + ρ
− dγ 2γxT + (2β + ρ)yT
(2α + ρ)(α + β + ρ)(2β + ρ)
(3.26)
Damit liegen nun alle Voraussetzungen zur vollsta¨ndigen Berechnung der opti-
malen Zeitpfade aller drei Typen der Lo¨sung vor. Allerdings ko¨nnen sie lediglich
numerisch bestimmt werden, da auch die vier Konstanten in der optimalen Lo¨sung
vom Zeitpunkt T abha¨ngig sind und dieser in einer Summe aus vier Exponenti-
alfunktionen jeweils im Exponenten auftritt. Aus diesem Grund kommen wir im
na¨chsten Abschnitt zu der numerische Bestimmung der optimalen Zeitpfade.
11Eine alternative Formulierung als Problem mit endlichem, aber unbekanntem Endzeitpunkt
T und dem Restwert S(T ) wu¨rde zu denselben Bedingungen fu¨hren. Der Restwert wa¨re hier
der Schaden, der trotz Einstellung des Abbaus ab dem Zeitpunkt T anfiele. Dieser Schaden
wa¨re gegeben durch S(xT , yT ) =
∫∞
T
e−ρ(τ−T )(G(xτ ) +D(yτ ))dτ = − f2
[
x2T
2β+ρ − 2xT x0β+ρ + x
2
0
ρ
]
−
d
2
[
2γ2x2T
(2α+ρ)(α+β+ρ)(2β+ρ) +
2γxT yT
2(2α+ρ)(α+β+ρ) +
y2T
(2α+ρ)
]
. Und die Schattenwerte zum Zeitpunkt T
mu¨ssten dann den Ableitungen SxT beziehungsweise SyT entsprechen.
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3.4.3 Numerische Simulationen - Komparative Dynamik
Aufbauend auf den U¨berlegungen des vorangegangenen Abschnitts 3.4.2 zur Be-
stimmung der expliziten Lo¨sung optimaler Zeitpfade pra¨sentiert dieser Abschnitt
nun kurz einige numerische Simulationen. Im Fokus der hier vorgestellten kom-
parativen Dynamik stehen dabei die Besonderheiten des Modells beziehungs-
weise der Ressource Gashydrat. Insbesondere werden die Wirkungsweisen des
selbststa¨ndigen natu¨rlichen Abbaus der Ressource β, der im Zuge des Abbau-
prozesses auftretenden Verlustrate (1 − ζ) beziehungsweise Auffangrate ζ sowie
des bestandsabha¨ngigen irreversible Schadens durch geologische Risiken G(xt),
repra¨sentiert durch seinen Schadensparameter f , untersucht.
Zuna¨chst variieren wir mit der natu¨rlichen Abbaurate β denjenigen Parame-
ter, der – wie wir gesehen haben – u¨berhaupt die Existenz einer Lo¨sung vom Typ
b) mit einem positiven Restbestand der Ressource xT , bei dessen Erreichen der
Abbau gestoppt wird, bewirkt. Unabha¨ngig davon ist ceteris paribus grundsa¨tz-
lich eine schnellere Reduktion des Ressourcenbestands zu beobachten, je gro¨ßer
die Rate des natu¨rlichen Abbaus β ist. Diese Tatsache ist nicht ausschließlich
auf den natu¨rlichen Abbau des Gashydrats zuru¨ckzufu¨hren, sondern auch auf
erho¨hte Abbauraten in den ersten Perioden. Die intuitive Erkla¨rung ist wie folgt:
Um dem Verlust der Gashydrate durch den selbststa¨ndigen Abbau, der scha¨dliche
CH4-Emissionen induziert, zuvorzukommen, ist es optimal, den sich auflo¨senden
Bestand der Ressource schnell durch Abbau und Konsum zu reduzieren, auch
wenn dies weitere CO2-Emissionen verursacht.
Abbildung 3.1 illustriert diesen Effekt einer Variation des selbststa¨ndigen Ab-
baus auf die Dynamik des System fu¨r die Lo¨sung vom Typ a), das heißt die
Ressource wird in endlicher Zeit vollsta¨ndig erscho¨pft, da die Parameter die Be-
dingung ζp¯ > fx0
β+ρ
+ c1 erfu¨llen. Fu¨r eine relativ große Rate des selbststa¨ndigen
Abbaus (β = 0, 02) beschreiben die durchgehenden Linien in den Diagrammen
jeweils die optimalen Zeitpfade des Ressourcenbestands (a1), des Treibhausgas-
bestands (a2), der Knappheiten der Ressource (a3) sowie der Umwelt (a4) und
der Abbaumengen (a5). Die gestrichelten Linien entsprechen jeweils den Zeit-
pfaden, die sich bei einer deutlich geringeren Rate des selbststa¨ndigen Abbaus
(β = 0, 002) ergeben. Wie auch in den nachfolgenden Abbildungen 3.2 und 3.3
beschreiben dabei jeweils die kra¨ftig eingezeichneten Linien die Pfade wa¨hrend
der Phase des positiven Abbaus (System 1), wohingegen die du¨nn eingezeichneten
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Abbildung 3.1: Optimale Zeitpfade (Typ a) bei Variation der natu¨rlichen Abbaurate
des Gashydrats β.
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Linien die Phase der Eigendynamik des Systems 2 im Anschluss an den Abbau-
stopp markieren. Offensichtlich geht die schnellere Erscho¨pfung des Gashydrat-
bestands im Falle eines hohen natu¨rlichen Abbaus β (siehe Diagramm (a1)) mit
einem erho¨hten Treibhausgasbestand (a2) und somit auch einer erho¨hten Knapp-
heit der Umwelt |µt| (a4) einher, wa¨hrend die geringere Knappheit der Ressource
λt (a3) die ho¨heren Abbaumengen qt (a5) erkla¨rt. Aufgrund der scha¨digenden
Auswirkungen des natu¨rlichen Abbaus auf das Klima sind die Gashydrate in der
Erde umso weniger wertvoll je gro¨ßer die Abbauraten β. Dies reduziert die gesell-
schaftlichen Abbaukosten und fu¨hrt so zu anfa¨nglich ho¨heren Abbauraten. Aus
dem Verlauf der Knappheit der Ressource in der Phase des Systems 2 (nach dem
Zeitpunkt T ), die im Fall des gro¨ßeren natu¨rlichen Abbaus deutlich schneller an-
steigt, la¨sst sich außerdem schließen, dass die Komponente der rein physischen
Knappheitsrente φ in diesem Fall gro¨ßer ist und so schnelleren exponentiellen
Anstieg bewirkt.
Um die Wirkung des (zusa¨tzlichen) irreversiblen Schadens G(xt) zu untersu-
chen, bo¨te sich eine Variation des Schadensparameters f an. Grundsa¨tzlich kann
festgestellt werden, dass eine Erho¨hung des irreversiblen Schadens aufgrund geo-
logischer Risiken ho¨here gesellschaftliche Grenzkosten mit sich bringt und dass
es daher zu einem tendenziell geringeren Abbau kommt, um das Auftreten dieses
Schadens mo¨glichst aufzuschieben. In Bezug auf den Zeitpunkt des Umschal-
tens T (von System 1 auf System 2) hat dies fu¨r Lo¨sungen der Typen a) und
b) unterschiedliche Auswirkungen.12 Fu¨r Lo¨sungen vom Typ a) bedeutet eine
ho¨herer Schadensparameter f einen langsameren Ressourcenabbau, so dass die
vollsta¨ndige Erscho¨pfung der Ressource spa¨ter erreicht wird (ho¨herer Wert von
T ). Fu¨r Lo¨sungen vom Typ b) fu¨hrt hingegen ein ho¨heres f zu einem gro¨ßeren
zu konservierenden Ressourcenbestand xT , so dass nur ein kleinerer Teil der Res-
source abgebaut wird und daher auch der Umschaltzeitpunkt T fru¨her erreicht
wird (kleiner Wert von T ).
Ein a¨hnlicher Effekt ist auch fu¨r Variationen der Auffangrate ζ festzustellen.
Je kleiner der Anteil der abgebauten Menge ist, der tatsa¨chlich zur Energiege-
winnung genutzt werden kann, desto kleiner ist der (maximale) Grenznutzen und
somit auch die akzeptablen gesellschaftlichen Grenzkosten. Dies fu¨hrt zu geringe-
12Der Grund hierfu¨r liegt in den unterschiedlichen Definitionen des Zeitpunkts T : Fu¨r Lo¨sun-
gen des Typs a) ist T bestimmt durch T = min{T ′|xT ′ = 0}, wa¨hrend in b) der Zeitpunkt T
bestimmt ist durch das Erreichen des Prohibitivpreises durch die marginalen Abbaukosten.
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ren optimalen Abbauraten und zu einem ho¨heren restlichen Ressourcenbestand
xT zum Zeitpunkt T , wenn der Abbau gestoppt wird. Demnach wirkt eine ver-
gleichsweise geringe Auffangrate ζ beziehungsweise eine hohe Verlustrate (1− ζ)
wie eine vergleichsweise gro¨ßerer Schaden durch geologische Risiken G(xt). In
Lo¨sungen vom Typ b) la¨sst es außerdem die Dauer des positiven Abbaus sinken,
wa¨hrend der Zeitraum bis zur Erscho¨pfung des Bestands in Lo¨sungen vom Typ
a) ausgeweitet wird.
Abbildung 3.2 zeigt diese Auswirkungen verschiedener Auffangraten fu¨r Lo¨sun-
gen vom Typ b), das heißt die Parameter erfu¨llen ζp¯ < fx0
β+ρ
+ c1 und der Abbau
qt wird bei noch vorhandenem Restbestand in endlicher Zeit eingestellt. Nun be-
schreiben die durchgezogenen Linien den Fall vollsta¨ndiger Effektivita¨t, das heißt
keinerlei Verlust im Zuge des Abbauprozesses (ζ = 1), wa¨hrend die gestrichelten
Linien eine Verlustrate von 0,3 (ζ = 0, 7) repra¨sentieren. Es zeigt sich, dass die
Phase des Systems 1 bei Vorliegen einer Verlustrate deutlich ku¨rzer ist als bei
bei ζ = 1, da auch nur ein geringerer Anteil der Ressource konsumiert wird (b1).
Außerdem verdeutlicht die Abbildung, dass aufgrund des geringeren Grenznut-
zens lediglich geringere Werte der marginalen externen Kosten λt und |µt| (b3,b4)
mo¨glich sind. Dementsprechend wird der Bestand der Gashydrate im Fall einer
hohen Verlustrate langsamer reduziert und der zuru¨ckgelassene Bestand in situ
xT wird fru¨her erreicht. Daru¨ber hinaus steigt der Treibhausgasbestand yt nicht so
stark an (b2). Allerdings muss an dieser Stelle die Definition des Treibhausgasbe-
stands yt, der in durchschnittlichen Emissionen pro abgebauter Einheit gemessen
wird, als zt/K beru¨cksichtigt werden, da die variierte Gro¨ße ζ hier im Nenner
eingeht. Um die tatsa¨chlichen Treibhausgasbesta¨nde fu¨r beide ζ vergleichbar zu
machen, ist es zweckdienlich diese wieder gemessen in CH4-A¨quivalenten dar-
zustellen, das heißt zt = Kyt = (1 − ζ(1 − κ))yt. Aus diesem Grund entha¨lt die
Abbildung 3.2 ein Schaubild (b6) fu¨r den Zeitpfad des Treibhausgasbestands z(t),
das veranschaulicht, dass der Treibhausgasbestand in der Atmospha¨re bei ho¨her-
en Verlustraten trotz der kleineren Abbaurate sta¨rker ansteigen kann, weil im
Zuge des Abbaus auch CH4 freigesetzt wird. Außerdem zeigt das Diagramm der
Knappheit der Ressource (b3), dass dieses λt weder gegen null konvergiert noch
ins Unendliche steigt sondern gegen einen positiven endlichen Wert fx0
(β+ρ)
konver-
giert. Dieser ist zwar fu¨r beide Werte von ζ derselbe, aber aufgrund der geringeren
Zahlungsbereitschaft im Fall geringerer Abbaueffektivita¨t wird der Abbau dort
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Abbildung 3.2: Optimale Zeitpfade (Typ b) bei Variation der Auffangraten ζ.
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fru¨her abgebrochen.
Um ein vollsta¨ndiges Bild der auftretenden Lo¨sungen zu zeichnen, wird nun
auch die letzte Mo¨glichkeit der Lo¨sung vom Typ c) illustriert. Fu¨r diese Knife-
Edge-Lo¨sung, die ohnehin lediglich fu¨r einen sehr eingeschra¨nkten Bereich von
Parametern auftreten kann, welche die Bedingungen (3.18), (3.23) und (3.24)
erfu¨llen, ist eine Variation der Parameter β, ζ oder f wenig sinnvoll, da dies
sofort zu einer Verletzung der Bedingung (3.18) fu¨hren wu¨rde. Die Variation
des Parameters d in der Funktion des gesellschaftlichen Schadens durch globale
Erwa¨rmung D(yt) ermo¨glicht jedoch einige weitere Einsichten in die Dynamik
des Systems. In Abbildung 3.3 repra¨sentieren die durchgezogenen Linien jeweils
einen großen Schadensparameter (d = 0, 2) und die gestrichelten Linien einen
vergleichsweise kleinen (d = 0, 03). Da in Lo¨sungen vom Typ c) die optimale
Lo¨sung u¨ber den gesamten Planungshorizont in System 1 bleibt, sind die Pfade
durchga¨ngig kra¨ftig eingezeichnet. Im Wesentlichen reproduziert ein Anstieg in
der Scha¨dlichkeit des Treibhausgasbestands die aus der Literatur bekannten Er-
gebnisse. Die Schaubilder der Zeitpfade des Ressourcenbestands xt (c1) und der
Abbauraten qt (c5) zeigen, dass bei einer gro¨ßeren Scha¨dlichkeit der Konsum der
Ressource und so auch die damit einhergehenden Emissionen von Treibhausgasen
tendenziell in spa¨tere Perioden verschoben wird. Dementsprechend steigt der Be-
stand der Treibhausgase yt (c2) bei Betrachtung des geringeren Schadenspara-
meters zuna¨chst schneller, hat einen ho¨heren Spitzenwert und fa¨llt anschließend
aufgrund der dann geringeren Abbauraten auch schneller wieder.
Bemerkenswert ist an dieser Stelle vor allem der Verlauf der Knappheit der
Ressource (c3), die fu¨r große Schadensparameter in der fru¨hen Phase des Res-
sourcenabbaus deutlich negative Werte annimmt. Dieser negative Schattenwert
des Gashydrats in situ, die Schattenkosten, die durch den natu¨rlichen Abbau
und die daraus resultierenden Emissionen hervorgerufen werden, wu¨rden iso-
liert betrachtet fu¨r eine schnelle Reduktion des Ressourcenbestands sprechen. Da
sich bei einem großen Schadensparameter d die CO2-Emissionen jedoch ebenfalls
scha¨dlicher auswirken – widergespiegelt durch einen betragsma¨ßig hohen Schat-
tenwert des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands µt (c4) – und das Vorzeichen
von λt erst aus diesem betragsma¨ßig großen µt resultiert, wird diese Tendenz
vollsta¨ndig ausgeglichen und der Abbau der Ressource fu¨r hohe Schadenspara-
meter tatsa¨chlich gebremst.
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Abbildung 3.3: Optimale Zeitpfade (Typ c) bei Variation des Schadensparameters d.
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3.5 Dezentrale Politikinstrumente
Bis zu dieser Stelle der Arbeit wurde es bewusst vermieden, mo¨gliche Politikmaß-
nahmen zur Implementierung der sozial optimalen Abbaupfade zu erwa¨hnen. Ins-
besondere wurde darauf verzichtet, die in der Literatur u¨bliche Umkehrung des
Vorzeichens der zur Verschmutzung geho¨renden Ko-Zustandsvariable vorzuneh-
men. Dieses Vorgehen wu¨rde die direkte Interpretation der Ko-Zustandsvariable,
des Negativen der Knappheit der Umwelt, als Emissionssteuer ermo¨glichen. Da
in dem hier beschriebenen Modell jedoch eine zweite Externalita¨t vorliegt, de-
ren einfache Beru¨cksichtigung durch Umkehrung eines Vorzeichens nicht mo¨glich
ist, reicht eine derart ausgestaltete Emissionssteuer nicht aus, um beide externen
Effekte zu internalisieren.
Im Zuge der Implementierung der im vorigen Abschnitten diskutierten sozial
optimalen Abbaupfade ist die Wahl der korrekten Politikmaßnahmen entschei-
dend, um die Anreize so zu setzen, dass die Firmen dem Kalku¨l der Gewinnmaxi-
mierung folgend den optimalen Pfad verfolgen. Da im vorliegenden Fall zwei Ex-
ternalita¨ten zu beru¨cksichtigen sind, scheinen sich auch zwei Politikinstrumente
anzubieten, um den sozial optimalen Abbau-/Emissionspfad zu dezentralisieren.
Der Einfachheit halber sei perfekter Wettbewerb zwischen den Gashydrat abbau-
enden Firmen angenommen, das heißt die Firmen agieren als Preisnehmer und es
existiert keine zusa¨tzliches Marktversagen durch unvollkommenen Wettbewerb.
Unter der Annahme dieser Marktstruktur existieren zwei alternative Wege, den
sozial optimalen Abbaupfad zu dezentralisieren. Zum einen hat der Regulator die
Mo¨glichkeit, die Erhebung einer Steuer auf die Emissionen mit der Zahlung einer
Subvention fu¨r den noch vorhandenen Bestand an den Besitzer zu kombinieren,
damit dieser einen Teil der Hydrate in situ bela¨sst. Eine solche Regelung ist al-
lerdings schwer denkbar und teuer, weil sie selbst nach dem Abbaustopp noch
einen unendlichen Zahlungsstrom von Subventionen mit sich bringen kann. Zum
anderen existiert ein weniger teurer Weg der Regulierung, indem eine alleinige
Steuer auf die Fo¨rderung der Ressource erhoben wird, die beiden Externalita¨ten
simultan Rechnung tra¨gt.
Um einen Eindruck zu vermitteln, wie diese Politikmaßnahmen wirken, wird
zuna¨chst die zuerst beschriebene Alternative betrachtet. Es seien pt der Markt-
preis des aus dem Abbau der Hydrate gewonnenen Gases, τt der Steuersatz, der
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auf die mit dem Abbau einer Einheit Gashydrat einhergehenden Emissionen er-
hoben wird, und σt die Subvention, die auf den noch vorhandenen Ressourcen-
bestand in situ zum Zeitpunkt t gezahlt wird, wobei die fo¨rdernde Firma auch
Eigentu¨mer des vorhandenen Bestands sei. Dann ist der Momentanwert des Ge-
winns einer repra¨sentativen Firma gegeben durch
pit(qt) = [pt − c(xt)− τt]qt + σtxt
und das intertemporale Maximierungsproblem dieser Firma kann als
max
{qt}t≥0
Π =
∞∫
0
[(pt − c(xt)− τt)qt + σtxt] · e−ρtdt
unter Beru¨cksichtigung der Nebenbedingung (3.1) formuliert werden. Die dazu-
geho¨rige Hamiltonfunktion in laufenden Werten ist dann gegeben als
Hc = [pt − c(xt)− τt]qt + σtxt + ωt[−qt − βxt],
wobei ωt hier den privaten Schattenwert der Ressource bezeichnet. Die Bedin-
gungen erster Ordnung fu¨r das den Gewinn maximierende Unternehmen lauten
nun
∂Hc
∂qt
= 0 ⇒ pt = c(xt) + τt + ωt, (3.27)
−∂H
c
∂xt
= ω˙ − ρω ⇒ ω˙ = (β + ρ)ωt + qtc′(xt)− σt. (3.28)
Ein Vergleich dieser Bedingungen erster Ordnung mit denen des sozialen Planers,
(3.4) und (3.5), unter Verwendung des Verhaltens der Konsumenten, das durch
pt = ζU
′(ζqt) beschrieben ist, verdeutlicht, dass die sozial optimale Allokation
erreicht werden kann, indem die Steuer und die Subvention in folgender Ho¨he
angesetzt werden:
τt = −µt (3.29)
σt = γµt −G′(xt) (3.30)
Dabei ist die letzte Bedingung erster Ordnung des sozialen Planers (3.6) durch
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die entsprechende Wahl von (3.29) automatisch erfu¨llt.
Nun folgt die Betrachtung der zweiten vorgeschlagene Form der Regulierung,
in der die wiederum mit τt benannte Steuer diesmal beide Externalita¨ten beru¨ck-
sichtigt und die Subvention σt = 0 gesetzt wird. Wir definieren τt = τ
y
t + τ
x
t ,
um zwischen den beiden Externalita¨ten verursacht durch Verschmutzungsscha-
den (τ yt ) beziehungsweise durch die Reduktion des Ressourcenbestands in situ
(τxt ) zu unterscheiden. Aufgrund dieser Definition wird (3.27) abgewandelt zu
pt = c(xt) + τ
y
t + τ
x
t +ωt, wobei ωt nun als der Anteil der Knappheit der Ressour-
ce interpretiert wird, der von dem den Gewinn maximierenden Unternehmen aus
eigenem Interesse beru¨cksichtigt wird. Wie zuvor ist die optimale Emissionssteuer
gegeben durch
τ yt = −µt. (3.31)
Durch den Vergleich der modifizierten Gleichung (3.27) mit (3.4) ergibt sich nun
λt = τ
x
t + ωt ⇔ ωt = λt − τxt . Einsetzen in die Bedingung erster Ordnung des
Unternehmens (3.28), Gleichsetzen von σt = 0 und Auflo¨sen nach λ˙t fu¨hrt zu
λ˙t = (β + ρ)λt + c
′(xt)qt + τ˙xt − (β + ρ)τxt .
Der Vergleich mit der Bedingung erster Ordnung des sozialen Planers (3.5) fu¨hrt
nun zu der folgenden Differentialgleichung
τ˙xt = (β + ρ)τ
x
t − γµt +G′(xt).
Die Kombination dieses Ergebnisses mit der optimalen Steuer auf die Emissionen,
die durch (3.31) und (3.6) gegeben ist, zeigt, dass der gesamte Steuersatz die
folgende Differentialgleichung erfu¨llt:
τ˙t = (β + ρ)ςt − (α− β + γ)µt +G′(xt)−D′(yt) (3.32)
Schließlich liefert das Lo¨sen dieser Differentialgleichung unter Verwendung des
Wissens, dass die Steuer im Zeitpunkt T prohibitiv groß werden muss,
τt = ζp¯e
(β+ρ)(t−T )−
∫ T
t
e−(β+ρ)(τ−t)(−(α−β+ γ)µτ +G′(xτ )−D′(yτ ))dτ (3.33)
als den optimalen Steuersatz, der die sozial optimale Allokation durchsetzt und
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beide Externalita¨ten internalisiert. Nach einigen Umstellungen und Rechenschrit-
ten kann (3.33) umgeformt werden zu
τt = φ1e
(β+ρ)t −
∫ ∞
t
e−(β+ρ)(τ−t)[G′(xτ ) +
γ
α− βD
′(yτ )(1− e−(α−β)(τ−t))]dτ
+
∫ ∞
t
e−(α+ρ)(τ−t)D′(yτ )dτ.
Diese Zerlegung ermo¨glicht es, die verschieden Einflu¨sse der beiden Externalita¨ten
direkt abzulesen, die im Abschnitt 3.2.2 bereits in den Schattenwerten des sozialen
Planers, (3.9) und (3.11), aufgetreten sind. Somit tra¨gt die optimale Steuer auf
den Abbau und Emission genau diesen beiden Externalita¨ten Rechnung.
3.6 Abschließende Bemerkungen
Das mit den Darstellungen in diesem Kapitel verfolgte Ziel war es, die wirtschaft-
lichen Gegebenheiten der Nutzung von Gashydrat als einen mo¨glichen fossilen
Energietra¨ger zu untersuchen. Das zu diesem Zweck aufgestellte einfache Mo-
dell bildet dazu die wesentlichen Charakteristika des Gashydrats ab, die es von
herko¨mmlichen fossilen Brennstoffen unterscheidet: Zum einen den natu¨rlichen
Abbau der Ressource zu einer bestimmten Rate, zum anderen die geologische
Risiken, die aus der Erschließung der Vorkommen im Meeresboden resultieren.
Sowohl durch den natu¨rlichen Abbau als auch durch den wirtschaftlichen Ab-
bau kann das Auftreten zweier Externalita¨ten hervorgerufen werden, da sie zum
einen zu der Akkumulation von Treibhausgasen in der Atmospha¨re beitragen und
zum anderen das Risiko submariner Hangrutschungen erho¨hen, die gegebenenfalls
zu Tsunamis mit erheblichen gesellschaftlichen Scha¨den fu¨hren ko¨nnen. Wie die
Ausfu¨hrungen in diesem Kapitel gezeigt haben, ko¨nnen in Abha¨ngigkeit von dem
Verha¨ltnis des Prohibitivpreises zu dem durch die geologischen Risiken verur-
sachten Grenzschaden drei verschiedene Typen von Lo¨sungen auftreten. Ist der
Prohibitivpreis hinreichend klein (oder die Gefahr einer Naturkatastrophe durch
eine marines Erdbeben hinreichend hoch), so ist es optimal den Abbau der Gashy-
drate in endlicher Zeit abzubrechen. Trotz der langfristig vollsta¨ndigen Auflo¨sung
aufgrund des natu¨rlichen Abbaus, bleiben die U¨berreste des Hydratvorkommens
unberu¨hrt. Ist hingegen der Prohibitivpreis hinreichend hoch, wird das Vorkom-
men in endlicher Zeit vollkommen erscho¨pft. Im sogenannten Knife-Edge-Fall
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kann der Konsum des Gashydrats u¨ber den gesamten Zeithorizont gestreckt wer-
den, so dass das Vorkommen in unendlicher Zeit vollsta¨ndig genutzt wird. Diese
Ergebnisse verdeutlichen, dass die Einscha¨tzung des Risikos, das von der Redukti-
on der Hangstabilita¨t ausgeht, entscheidend fu¨r die Klassifizierung der optimalen
Lo¨sungstypen ist. Schließlich zeigen die Ausfu¨hrungen in Abschnitt 3.5, dass eine
Dezentralisierung der erstbest-optimalen Allokation bei Vorliegen ausreichender
Informationen bezu¨glich der Kosten und Nutzen, wie auch der externen Scha¨den,
durchaus mo¨glich ist, indem eine klassische Pigou-Steuer auf die Emissionen er-
hoben und eine Subvention auf den noch vorhandenen Ressourcenbestand gezahlt
wird. Im Zuge einer praktikableren Alternative ist es ebenfalls mo¨glich, eine ein-
zelne Steuer zu erheben, die beide aus dem Treibhausgasbestand und aus der
Reduktion des Ressourcenbestands resultierenden Externalita¨ten internalisiert.
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4 Optimale Gashydrat-Nutzung bei Begrenzung
der aggregierten Treibhausgasemissionen
4.1 Einfu¨hrung
Das vorangegangene Kapitel 3 behandelte ausfu¨hrlich die Auswirkungen des Ein-
beziehens der Eigenschaften von Gashydrat in ein theoretisches Modell zur Nut-
zung einer nicht-erneuerbaren Ressource bei externen Effekten durch die Ak-
kumulation scha¨dlicher Treibhausgase in der Atmospha¨re. Die Beru¨cksichtigung
der durch die aggregierten Emissionen von Treibhausgasen hervorgerufenen Ex-
ternalita¨ten erfolgte dabei durch die Erga¨nzung der Wohlfahrtsfunktion um eine
typische im Treibhausgasbestand konvexe Schadensfunktion, die durch eine ent-
sprechend gewa¨hlte Steuer internalisiert wurde. In diesem Kapitel soll nun ein
alternativer Weg, mit den akkumulierenden Emissionen von Treibhausgasen um-
zugehen, diskutiert werden, der den Ansatz verfolgt, ein maximal erlaubtes Ni-
veau des Treibhausgasbestands festzulegen, das nicht u¨berschritten werden darf.
Ein Argument fu¨r die Beru¨cksichtigung einer solchen Obergrenze anstelle einer
konvexen Schadensfunktion ist die politische Durchsetzbarkeit eines solch an-
schaulichen Modells, beziehungsweise auch die politische Praxis internationaler
Klimaschutzabkommen. So kann auch die Vereinbarung u¨ber eine Begrenzung
der globalen Erwa¨rmung auf 2 ◦C letztlich als eine Beschra¨nkung der kumulier-
ten Treibhausgasemissionen interpretiert werden. Ein weiteres Argument fu¨r die
Modellierung einer Obergrenze liefert ihre Interpretation als Abbild einer Scha-
densfunktion, die bei geringen Treibhausgaskonzentrationen zu vernachla¨ssigende
gesellschaftliche Scha¨den beschreibt, die jedoch dramatisch ansteigen, sobald eine
bestimmte Grenze durch die aggregierten Emissionen u¨berschritten wird.
In der theoretischen Literatur zu Modellen nicht-erneuerbarer endlicher Res-
sourcenbesta¨nde und Treibhausgasexternalita¨ten zeichnet sich ju¨ngst die Tendenz
ab, die zweite Methode eines maximal erlaubten Niveaus der kumulierten Emis-
sionen anzuwenden. So haben Chakravorty et al. (2006) die Auswirkung einer
Begrenzung des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands in einem Standardmodell
nach Hotelling (1931) grundlegend analysiert. Insbesondere wurde dabei auf die
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Dynamik des U¨bergangs von der CO2-intensiven fossilen Ressource zu einer emis-
sionsfreien Energiequelle abgestellt. Durch die Einfu¨hrung eines maximal mo¨gli-
chen Niveaus des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands beginnt die Nutzung
der sauberen, jedoch kostenintensiven Technologie bereits, obwohl die gu¨nstigere
endliche Ressource, deren Nutzung CO2-Emissionen mit sich bringt, noch nicht
erscho¨pft ist. In einem a¨hnlichen Rahmen untersuchen Lafforgue et al. (2008)
optimale Abbaupfade einer verschmutzenden Energieform unter der zusa¨tzlichen
Voraussetzung, dass das emittierte CO2 durch Sequestrierung in unterschiedliche
Lagersta¨tten zu verschiedenen Kosten eingebracht werden kann. Erst wenn das
maximale Niveau des Treibhausgasbestands erreicht ist, werden unter diesen Be-
dingungen die Lagersta¨tten schrittweise in aufsteigender Reihenfolge ihrer Kosten
der Sequestrierung gefu¨llt. Chakravorty et al. (2008) untersuchen ebenfalls ein
Modell, in dem ein maximal erlaubtes Niveau der Verschmutzung vorgegeben ist.
Allerdings beru¨cksichtigen sie zwei Ressourcenbesta¨nde, die anhand ihrer Emissi-
onskoeffizienten differenziert werden ko¨nnen, wa¨hrend die Kostenfrage vo¨llig au-
ßer Acht gelassen wird. Sie stellen dar, dass das Herfindahl-Prinzip (Herfindahl,
1967), nach dem der kostengu¨nstigste Bestand zuerst erscho¨pft wu¨rde, nicht auf
Probleme mit Heterogenita¨t in der CO2-Intensita¨t der Ressourcennutzung u¨ber-
tragen werden kann. Denn hauptsa¨chlich entscheiden die Anfangsbesta¨nde der
beiden Ressourcen u¨ber die optimale Folge der Nutzung, weniger die Unterschie-
de in den Emissionsraten.
Die bis hier genannten Autoren nehmen neben einer emissionsfreien Alter-
nativenergie, die zu relativ hohen Kosten unbegrenzt verfu¨gbar ist, allesamt
konstante Grenzkosten des Abbaus an. Diese Annahme wird in diesem Kapitel
durch die Annahme bestandsabha¨ngiger Abbaukosten, wie zum Beispiel in Ri-
ckels (2011), ersetzt. Wie auch im vorigen Kapitel 3 beziehen wir daru¨ber hinaus
den ebenfalls bestandsabha¨ngigen gesellschaftlichen Schaden durch geologische
Risiken sowie den selbststa¨ndigen, natu¨rlichen Abbau des Gashydrats in die Be-
trachtung ein und bestimmen optimale Abbaustrategien von Gashydrat nun un-
ter der Beru¨cksichtigung eine Obergrenze auf die aggregierten Emissionen. Dazu
entwickeln wir im Abschnitt 4.2 zuna¨chst das Modell und leiten unter Beru¨ck-
sichtigung einiger vereinfachender Annahmen die Optimalita¨tsbedingungen her,
bevor wir im Abschnitt 4.3 die optimalen Zeitpfade der Gashydrat-Nutzung dis-
kutieren und die isolierten Einflu¨sse der verschiedenen Modellkomponenten im
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Zuge einer komparativen Dynamik analysieren. Ein besonderes Augenmerk der
Untersuchung liegt in diesem Kapitel auf der Beantwortung der Fragestellung, ob
die Nutzung des aus den Hydraten gewonnenen Gases sogar hilfreich sein kann,
die durch die Auflo¨sung entstehenden klimatischen Auswirkungen zu verringern
und so die Einhaltung einer politisch vorgegebenen Obergrenze auf den Bestand
der kumulierten Treibhausgasemissionen zu erreichen. Wa¨re dies der Fall, wu¨rde
dies den Vorschlag eines
”
vorsorglichen Abbaus“ (engl.:
”
preventive exploitation“,
Krey et al., 2009, S. 5) der Hydrate unterstu¨tzen.
4.2 Modell mit exogener Begrenzung der aggregierten
Treibhausgasemissionen
Um die optimalen Abbaustrategien einer endlichen Ressource Gashydrat untersu-
chen zu ko¨nnen, falls die Regulierung in Form einer Begrenzung des maximal er-
laubten Treibhausgasbestands erfolgt, stellt dieser Abschnitt zuna¨chst das Modell
vor, legt die Notation fest und trifft fu¨r die Analyse notwendige vereinfachende
Annahmen. Dabei treten zu Beginn der Einfu¨hrung des Modells teilweise Wie-
derholungen und U¨berschneidungen mit den Beschreibungen im vorigen Kapitel
auf, die jedoch in Kauf genommen werden, um an dieser Stelle ein u¨bersichtliches
und vollsta¨ndiges Modell zu pra¨sentieren. Insbesondere wird der Definitionsbe-
reich fu¨r eine sinnvolle Beantwortung der Fragestellung nach einem
”
vorsorglichen
Abbau“ bestimmt. Darauf aufbauend werden die Optimalita¨tsbedingungen for-
mal hergeleitet und kurz interpretiert, bevor im darauffolgenden Abschnitt die
Analyse der optimalen Abbaustrategien erfolgt.
4.2.1 Vereinfachende Annahmen und Notation
Wie schon im vorangegangenen Kapitel 3 gewinnt die betrachtete Wirtschaft
ihren Bruttonutzen allein durch den Konsum der nicht-erneuerbaren Ressource
Gas- beziehungsweise Methanhydrat. Aufgrund des eingeschra¨nkten Stabilita¨ts-
bereichs des Methanhydrats und der damit einhergehenden Verlustrate im Zuge
des Abbaus, steht nur der Anteil ζ der abgebauten Menge qt tatsa¨chlich zur Ener-
giegewinnung zur Verfu¨gung. Denn bisher ist es nicht gelungen, Technologien zu
entwickeln, die in der Lage sind, das im Abbauprozess aus der Ka¨figstruktur des
Hydrats gelo¨ste Gas vollsta¨ndig aufzufangen. Der aus dem Konsum dieser Menge
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gezogene Nutzen U(ζqt) hat die folgenden Eigenschaften:
Annahme 4.1 Die Nutzenfunktion U(qt) ist eine streng monoton ansteigende
und streng konkave Funktion (U ′ > 0, U ′′ < 0, U(0) = 0) mit einem von oben
beschra¨nkten Grenznutzen von U ′(0) = p¯ <∞.
Da es sich um ein Partialmodell mit nur einer einzigen verfu¨gbaren Energieform
handelt, wird eine endliche Zahlungsbereitschaft fu¨r die erste Einheit dieser Ener-
gie angenommen. Die maximale Zahlungsbereitschaft fu¨r eine Einheit Energie,
der Prohibitivpreis p¯, kann als Preis der Nutzung anderer Energieformen aufge-
fasst werden, auch wenn Substitute in diesem Modell nicht explizit beru¨cksichtigt
werden.
Der anfa¨ngliche Ressourcenbestand des Gashydrats x0 wird als ein Vorkom-
men von bekannter Gro¨ße angenommen, das sich in flacheren Regionen des Nord-
polarmeeres befindet, so dass zum einen ein Abbau technisch mo¨glich ist und zum
anderen der Bestand von selbststa¨ndigem Abbau betroffen ist. Die folgende Glei-
chung beschreibt die Bestandsa¨nderung des Gashydrats in situ xt u¨ber die Zeit:
x˙t = −qt − βxt, x(0) = x0 (4.1)
Dieser wird nicht nur durch den Abbau zur Energiegewinnung durch die Gesell-
schaft, qt, sondern auch durch den natu¨rlichen Abbau reduziert. In jeder Periode
lo¨st sich ein Anteil βxt aus der Verbundstruktur der Hydrate, und der zuvor
gebundene Kohlenstoff entweicht in Form von CH4 in die Atmospha¨re. Dabei
wird die natu¨rliche Abbau- oder Verlustrate des Gashydrats β (> 0) als konstant
angenommen und repra¨sentiert die durchschnittliche Verlustrate pro Periode.
Das Verbrennen des aus den Hydraten gewonnenen Gases fu¨hrt zum Ausstoß
von CO2-Emissionen, wa¨hrend außerdem im Zuge des Abbaus wie auch durch
den selbststa¨ndigen Abbau des Gashydratbestands CH4-Emissionen freigesetzt
werden. In Bezug auf ihren Wirkungsgrad hinsichtlich der globalen Erwa¨rmung
ko¨nnen diese beiden Gase anhand ihres GWP unterschieden werden. Bezeich-
net yt (im Gegensatz zu Kapitel 3) den in CH4-A¨quivalenten gemessenen atmo-
spha¨rischen Treibhausgasbestand zum Zeitpunkt t, so kann die Vergleichbarkeit
gewa¨hrleistet werden, indem zuna¨chst yt derart normalisiert wird, dass der Emis-
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sionskoeffizient einer Einheit CH4 genau 1 ist.
13 Der geringere Wirkungsgrad ei-
ner Einheit von CO2-Emissionen wird dann durch die Multiplikation mit einem
Umrechnungsfaktor κ, 0 < κ < 1 abgebildet. Somit kann die A¨nderung des at-
mospha¨rischen Treibhausgasbestands u¨ber die Zeit durch die folgende Gleichung
beschrieben werden:
y˙t = κζqt + (1− ζ)qt + βxt − αyt (4.2)
Wie bereits erwa¨hnt wurde, stammen die CH4-Emissionen zum einen aus der
Freisetzung des natu¨rlichen Abbaus des Gashydrats, βxt, und zum anderen aus
der Leckage im Zuge des Abbauprozesses, (1− ζ)qt. Der aufgefangene und konsu-
mierte Anteil der abgebauten Ressource verursacht CO2-Emissionen, κζqt (in
CH4-A¨quivalenten). Die Regenerationsrate α (> 0) repra¨sentiert die sta¨ndige
natu¨rlichen Regeneration der Atmospha¨re, typischerweise durch die Kohlenstoff-
aufnahme durch sogenannte Kohlenstoffsenken. Aus Gru¨nden der Vereinfachung
sei diese proportionale Rate als konstant und als einheitlich fu¨r die verschiedenen
Treibhausgase angenommen, auch wenn CO2 und CH4 verschiedene Abbauraten
besitzen. Dieser Tatsache wird jedoch durch die Annahme verschiedener Emissi-
onskoeffizienten Rechnung getragen.
Als Ergebnis politischer Abkommen wird weiterhin eine Regulierung ein-
gefu¨hrt, die den Treibhausgasbestand in der Atmospha¨re auf ein nicht zu u¨ber-
schreitendes maximales Niveau beschra¨nkt. Dieses ist durch den exogen gegebe-
nen Ho¨chstwert des Bestands der Treibhausgase y¯ beschrieben. Unter der Annah-
me, dass der Anfangsbestand der atmospha¨rischen Treibhausgase unter diesem
Ho¨chstwert liegt (y0 < y¯), kann die Beschra¨nkung durch die Obergrenze fu¨r alle
Zeitpunkte t ≥ 0 formuliert werden als
y¯ − yt ≥ 0, y(0) = y0 < y¯. (4.3)
Aufgrund des natu¨rlichen Abbaus der Ressource und der damit einhergehen-
den Emissionen entwickelt das dynamische System bestehend aus (4.1) und (4.2)
eine Eigendynamik, selbst wenn es nicht zur gesellschaftlichen Nutzung dieser
Ressource kommt. Wu¨rde das Gashydrat u¨berhaupt nicht abgebaut (qt = 0 fu¨r
13In Kapitel 3 beschrieb zt den in CH4-A¨quivalenten gemessenen Treibhausgasbestand, der
in diesem Kapitel nun yt heißt, wa¨hrend yt im vorigen Kapitel die aus Vereinfachungsgru¨nden
umskalierte Gro¨ße darstellt.
49
4 Optimale Gashydrat-Nutzung bei Begrenzung der aggregierten
Treibhausgasemissionen
alle t > 0), so hinge die Entwicklung des Treibhausgasbestands in der Atmospha¨re
lediglich von den Anfangsbesta¨nden des Gashydrats und der Treibhausgase in der
Atmospha¨re sowie von den Raten des natu¨rlichen Abbaus der Ressource sowie
der Regeneration der Atmospha¨re ab. Die beiden Besta¨nde entwickelten sich dann
gema¨ß folgender Eigendynamik des Systems:
xt = x0 e
−βt fu¨r alle t > 0 (4.4)
yt =
(
y0 − x0 β
α− β
)
e−αt + x0
β
α− β e
−βt fu¨r alle t > 0 (4.5)
Um vor dem Hintergrund dieser Eigendynamik den zula¨ssigen Definitionsbe-
reich der Kombinationen von Anfangsbesta¨nden zu finden, wird zuna¨chst die
Abha¨ngigkeit von der Zeit t aus (4.4) und (4.5) eliminiert. Durch Lo¨sen der Glei-
chung (4.4) nach e−βt ergibt sich e−βt = xt/x0 und damit e−αt = (xt/x0)α/β.
Einsetzen dieser Werte in (4.5) fu¨hrt zu einer Familie von Trajektorien im (x, y)-
Raum, die beschrieben ist durch
y(x;x0, y0) =
(
x
x0
)α
β
(
y0 − x0 β
α− β
)
+
β
α− βx. (4.6)
Wie sich aus der Darstellung der Trajektorien in Abbildung 4.1 ablesen la¨sst und
sowohl u¨ber (4.6) als auch u¨ber (4.2) herleitbar ist, zeigt sich yt als Funktion
von xt als eine zuna¨chst ansteigende und danach fallende Funktion mit einem
eindeutigen Maximum ym in xm =
α
β
ym. Dementsprechend kennzeichnet die linear
y=Β xΑ
yMHxL
xm xM
x0
y
y
Abbildung 4.1: Trajektorien der Laisser-Faire-Lo¨sung (α = 0.1, β = 0.015, y¯ = 5)
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ansteigende Gerade y = β
α
x in Abbildung 4.1 die Verbindung der Maxima aller
Trajektorien der Familie. Des Weiteren existiert innerhalb dieser Familie genau
ein Pfad yM(x), dessen Maximum y¯m genau im maximal zula¨ssigen Niveau des
Treibhausgasbestands liegt (y¯m = y¯, x¯m =
α
β
y¯). Dieser Pfad wird beschrieben
durch die Funktion
yM(x; x¯m, y¯) =
β
α− β
(
x− y¯
(
x
x¯m
)α
β
)
mit x¯m =
α
β
y¯, (4.7)
die sich durch das Einsetzen des Punktes (xm =
α
β
y¯, ym = y¯) als Startbedingun-
gen (x0, y0) in (4.6) bestimmen la¨sst. U¨ber diese Trajektorie kann nun auch die
Menge Gashydrat xM bestimmt werden, die beim kleinstmo¨glichen anfa¨nglichen
Treibhausgasbestand von y0 = 0 genau dazu fu¨hrt, dass das die Obergrenze der
kumulierten Treibhausgasemissionen in der Laisser-Faire-Lo¨sung (qt = 0 fu¨r alle
t ≥ 0) genau im Maximum erreicht wird. Durch Auflo¨sen der durch (4.7) ge-
gebenen Gleichung yM(xM ; x¯m, y¯) = 0 nach xM ergibt sich xM = y¯
(
α
β
) α
α−β
als
dieser maximale Bestand der Ressource.14 Jede gro¨ßere Anfangsmenge des Gas-
hydrats, x0 > xM , wu¨rde ohne Emissionen aus dem Abbau und der Verbrennung
des Gashydrats dazu fu¨hren, dass die Obergrenze auf den Treibhausgasbestand
keinesfalls gehalten werden kann. Fu¨r y0 = 0 und x0 < xM wu¨rde das maximale
Niveau hingegen ohne eine Nutzung der Hydrate niemals erreicht.
Wie in der Einleitung dieses Kapitels bereits dargestellt, soll an dieser Stelle
besonders die von Krey et al. (2009) aufgeworfene Frage nach einem mo¨glichen
”
vorsorglichen Abbau“ der Hydrate nachgegangen werden. Diesen Vorschlag in-
terpretieren wir an dieser Stelle derart, dass der Abbau und die Nutzung des Gases
durch den Ausstoß des im Vergleich zu CH4 weniger scha¨dlichen Treibhausgases
CO2 dazu beitragen sollen, die Obergrenze des Treibhausgasbestands einzuhal-
ten, die anderenfalls verletzt wu¨rde. Dies setzt voraus, dass die Anfangsbesta¨nde
hinreichend groß sind, um die Beschra¨nkung durch die Obergrenze (4.3) in der
Laisser-Faire-Situation zu verletzen. Daher konzentrieren wir uns im Folgenden
auf diesen Fall hinreichend großer Anfangsbesta¨nde.
Annahme 4.2 Der anfa¨ngliche Ressourcenbestand x0 beziehungsweise der anfa¨ng-
liche Treibhausgasbestand y0 ist mit y0 > yM(x0; x¯m, y¯) nach (4.7) hinreichend
14 β
α−β
(
xM − y¯
(
x
y¯ αβ
)α
β
)
= 0⇔ xMy¯ =
(
xM
y¯
)α
β
(
α
β
)−αβ ⇔ (xMy¯ )−α−ββ = (αβ)−αβ
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groß, so dass es in Laisser-Faire-Situation mit qt = 0 fu¨r alle t ≥ 0 zu einer
Verletzung der Restriktion durch die Obergrenze (4.3) kommt.
Diese Annahme 4.2 stellt sicher, dass das maximale Niveau der atmospha¨rischen
Konzentration der Treibhausgase allein aufgrund der natu¨rlichen Emissionen be-
reits u¨berschritten wird, so dass ein
”
vorsorglicher Abbau“ tatsa¨chlich sinnvoll
sein ko¨nnte und hiernach genauer untersucht wird. Daru¨ber hinaus ist der Be-
reich zula¨ssiger Anfangsbedingungen auch von oben durch einen eindeutigen Pfad
beschra¨nkt, welcher in Abschnitt 4.3.1 diskutiert und bestimmt wird.
Zuletzt gilt es noch die Zielfunktion der betrachteten Volkswirtschaft vorzu-
stellen, die im Nettonutzen einer mo¨glichen Nutzung B(q, x) = U(ζqt)−c(xt)qt−
G(xt) besteht. Er setzt sich aus dem bereits definierten Bruttonutzen U(ζqt)
abzu¨glich der bestandsabha¨ngigen Abbaukosten c(xt)qt sowie des Schadens G(xt)
zusammen. Dieser Schaden G(xt) beru¨cksichtigt die geologischen Risiken, die mit
einer Reduktion des Bestandes der Gashydrate in Form eines erho¨hten Risikos
von gesellschaftlichen Scha¨den, insbesondere durch mo¨gliche Rutschungen an den
Kontinentalha¨ngen, einhergehen.
Annahme 4.3 Die bestandsabha¨ngigen Abbaukosten C(qt, xt) = qtc(xt) verlau-
fen linear in der Abbaumenge qt, wobei die Grenzkosten abnehmend und konvex
bezu¨glich des noch vorhandenen Ressourcenbestands sind, (c′(xt) < 0, c′′(xt) ≥ 0).
Der bestandsabha¨ngige geologische Schaden G(xt) ist ebenfalls abnehmend und
konvex bezu¨glich des Ressourcenbestands, (G′(xt) < 0, G′′(xt) ≥ 0, G(x0) = 0).
Mit einer konstanten Diskontrate ρ besteht die Aufgabe des wohlwollenden so-
zialen Planers nun darin, durch die optimale Wahl der Trajektorie des Ressour-
cenabbaus beziehungsweise -konsums die Summe des abdiskontierten sta¨ndigen
Nettonutzens u¨ber die Zeit zu maximieren.
4.2.2 Optimierungsproblem und Bedingungen erster Ordnung
Das Optimierungsproblem des sozialen Planers la¨sst sich unter Beru¨cksichtigung
der im Abschnitt 4.2.1 getroffenen Annahmen und Modellierungen nun wie folgt
formulieren:
max
qt≥0
∫ ∞
0
[U(ζqt)− qtc(xt)−G(xt)] · e−ρtdt
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unter den Nebenbedingungen (4.1) bis (4.3) sowie unter Beru¨cksichtigung der
Nicht-Negativita¨tsbedingungen bezu¨glich des Ressourcenbestands und der Ab-
baurate, xt ≥ 0 und qt ≥ 0. Bezeichnet λt die Ko-Zustandsvariable des Res-
sourcenbestands in situ, die als sein Schattenwert interpretiert werden kann, und
µt die Ko-Zustandsvariable beziehungsweise den Schattenwert des atmospha¨ri-
schen Treibhausgasbestands, so lautet die Hamiltonfunktion in laufenden Werten
(current-value Hamiltonian)
Hc(xt, yt, qt, λt, µt)
= U(ζqt)− qtc(xt)−G(xt) + λt(−qt − βxt) + µt(Kqt + βxt − αyt).
Dabei fasst der Parameter K = 1−ζ(1−κ) die aus (4.2) stammenden Parameter
als einen Faktor vor der Abbaurate zusammen. Bezeichnen weiterhin ωt, ϕt und
χt die Kuhn-Tucker-Multiplikatoren, die den Nicht-Negativita¨tsbedingungen be-
ziehungsweise der Beschra¨nkung der Treibhausgasbestands (4.3) zugeordnet sind,
stellt sich die zugeho¨rige Lagrangefunktion in laufenden Werten als
Lc(xt, yt, qt, λt, µt, χt, ωt, ϕt) = Hc(xt, yt, qt, λt, µt) + χt(y¯ − yt) + ωtxt + ϕtqt
dar. Aus dieser Lagrangefunktion lassen sich die notwendigen und hinreichenden
Optimalita¨tsbedingungen nach den Regeln des Pontrjagin’schen Maximumprin-
zips herleiten. Neben den zwei Bewegungsgleichungen der Besta¨nde, (4.1) und
(4.2), muss die optimale Lo¨sung des Problems die folgenden statischen und dy-
namischen Bedingungen erster Ordnung erfu¨llen:
∂Lc
∂qt
= 0 ⇒ ζU ′(ζqt)− c(xt)− λt +Kµt + ϕt = 0 (4.8)
−∂L
c
∂xt
= λ˙− ρλ ⇒ λ˙t = (β + ρ)λt + qtc′(xt) +G′(xt)− βµt − ωt (4.9)
−∂L
c
∂yt
= µ˙− ρµ ⇒ µ˙t = (α + ρ)µt + χt (4.10)
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Weiterhin gelten die u¨blichen komplementa¨ren Schlupfbedingungen bezu¨glich der
Kuhn-Tucker-Multiplikatoren
qt ≥ 0, ϕt ≥ 0, qt · ϕt = 0 (4.11)
xt ≥ 0, ωt ≥ 0, xt · ωt = 0 (4.12)
[y¯ − yt] ≥ 0, χt ≥ 0, [y¯ − yt] · χt = 0 (4.13)
sowie die Transversalita¨tsbedingungen
lim
t→∞
xtλte
−ρt = 0 und lim
t→∞
µte
−ρt = 0. (4.14)
Da es sich bei dem Bestand der Treibhausgase yt um ein o¨ffentliches U¨bel handelt,
dessen Anstieg daher durch eine Obergrenze beschra¨nkt wird, kann der Schatten-
wert dieses Bestandes µt nicht positiv sein, sondern muss negativ oder null sein.
Nach Bedingung (4.13) gilt χt = 0 immer dann, wenn der akkumulierte Treib-
hausgasbestand kleiner als das nach (4.3) maximal erlaubte Niveau ist. Da laut
(4.3) außerdem y0 < y¯ ist, gilt daher fu¨r die anfa¨ngliche Phase mit t ∈ (0, tc),
in der die kumulierten Treibhausgase in der Atmospha¨re kleiner sind als das
maximal zula¨ssige Niveau, dass µ(t) = µ0e
(α+ρ)t fu¨r t ∈ (0, tc). Der negative
Schattenwert des Treibhausgasbestands µt sinkt also exponentiell beziehungswei-
se steigt betragsma¨ßig exponentiell an, bis im Zeitpunkt tc die Obergrenze des
atmospha¨rischen Treibhausgasbestands erreicht wird.15 In der darauf folgenden
Phase t ∈ [tc, tv), in der die Obergrenze als bindende Restriktion mit Gleichheit
gilt, ist nach (4.13) der Kuhn-Tucker-Multiplikator χt > 0. Dies fu¨hrt dazu, dass
der Schattenwert µt ansteigt beziehungsweise sein Betrag sinkt, bevor er genau
in dem Moment tv verschwindet, in dem der Treibhausgasbestand wieder unter
das maximale Niveau fa¨llt. Interpretieren wird den Betrag des Schattenwerts des
Treibhausgasbestands −µt als die Knappheit der Atmospha¨re, so verschwindet
diese genau in dem Moment, in dem die Obergrenze nicht mehr bindet und spielt
danach keine Rolle mehr. Es gilt µt = 0 fu¨r alle t ≥ tv. Wird das maximale
15Formal setzt dies voraus, dass der Startwert µ(0) = µ0 negativ ist. Dies la¨sst sich anhand
der Gleichungen (4.10), (4.13) und (4.14,b) zeigen: Das Lo¨sen der Differentialgleichung (4.10)
nach µ(t) erga¨be mit einem positiven µ0 eine positive Exponentialfunktion, die (aufgrund von
χt ≥ 0 laut (4.13) mindestens) mit der Rate (α + ρ) wa¨chst und damit fu¨r t → ∞ gegen ∞
strebt. Dies stu¨nde im Widerspruch zur in (4.14,b) gegebenen Transversalita¨tsbedingung dieses
Schattenwerts limt→∞ µte−ρt = 0.
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Niveau der kumulierten Treibhausgasbesta¨nde hingegen wa¨hrend des gesamten
Planungszeitraums nicht erreicht (yt < y¯ fu¨r alle t), so ist die Beschra¨nkung
durch (4.3) niemals zu beru¨cksichtigen, das Gut der Umweltqualita¨t oder auch
die Aufnahmefa¨higkeit der Atmospha¨re niemals knapp und es gilt µt = 0 fu¨r alle
t ≥ 0.
Die Betrachtung der dynamischen Optimalita¨tsbedingung bezu¨glich des Schat-
tenwerts der Ressource in situ (4.9) zeigt wie bereits in Kapitel 3, dass diese
Gleichung neben der Komponente, welche die Wirkung der Reduktion des Gas-
hydrats auf die bestandsabha¨ngigen Abbaukosten beru¨cksichtigt, zwei weitere
Komponenten des Modells, na¨mlich den Grenzschaden G′(xt) und den Schatten-
wert µt, beinhaltet. Aufgrund dieser Komponenten ist es auch hier ausgeschlossen,
dass die Knappheitsrente wie in einem einfachen Modell nach Hotelling (1931)
(ohne bestandsabha¨ngige Effekte und mit konstanten Grenzkosten) exponenti-
ell ansteigt. Auch das Ergebnis einer sinkenden Knappheit der Ressource λt, die
genau in dem Zeitpunkt verschwindet, in dem der Abbau eingestellt wird, wie
es in einem Modell auftreten wu¨rde, das allein bestandsabha¨ngige Abbaukosten
beru¨cksichtigt, kann hier nicht reproduziert werden. Der zusa¨tzliche Bestandsef-
fekt des geologischen Schadens, repra¨sentiert durch den Grenzschaden G′(xt) in
(4.9), ist ursa¨chlich fu¨r eine positive, monoton ansteigende Komponente in der
Knappheit der Ressource λt, die einen positiven Wert durch Nicht-Konsumieren
des Ressourcenbestands in situ bewirkt. Diesem positiven Wert stehen Kosten des
Nicht-Konsumierens entgegen, die aus dem natu¨rlichen Abbau der Ressource be-
ziehungsweise den daraus resultierenden Emissionen folgen. Eine zuru¨ckgehaltene
Einheit der Ressource setzt dennoch ihren Anteil β in die Atmospha¨re frei, daher
wird die Auswirkung auf den Schattenwert des Treibhausgasbestands hier mit
eingerechnet. Dies reduziert wiederum den Schattenwert der Ressource in situ,
das heißt es entstehen gesellschaftlich Kosten des Nicht-Konsums der Ressource
in situ.16
Das Bestimmen des Steady-States unseres Systems zeigt, dass die Knappheit
des Ressourcenbestands in situ λt, die auch als Opportunita¨tskosten des Abbaus
interpretiert wird, gegen einen positiven Wert − G′(0)
(β+ρ)
> 0 konvergiert. Analog
zur Proposition 3.1 in Kapitel 3 wird die Ressource immer dann vollsta¨ndig auf-
16Da die Interpretation des Schattenwerts der Ressource im Kapitel 3 sehr ausfu¨hrlich ge-
staltet wurde und der hier notwendigen Interpretation weitestgehend entspricht, wurden die
Erkla¨rungen zu diesem Aspekt an dieser Stelle vergleichsweise kurz gehalten.
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gezehrt, wenn die Zahlungsbereitschaft die Summe aus diesen Opportunita¨tskos-
ten und den Abbaukosten der letzten Einheit der Ressource u¨bersteigt (ζp¯ ≥
− G′(0)
(β+ρ)
+ c(0)), wobei es im Fall der Gleichheit zur asymptotischen Lo¨sung ka¨me.
Im Folgenden beschra¨nken wir uns jedoch auf den Fall, in dem die gesellschaftli-
chen Kosten die Zahlungsbereitschaft ab einem bestimmten Zeitpunkt u¨bertref-
fen.
Annahme 4.4 Die maximale Zahlungsbereitschaft ist kleiner als die gesellschaft-
lichen Grenzkosten des Abbaus der letzten Einheit: ζp¯ < − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0).
Wie der Anhang B.1 zeigt, wird bei Gu¨ltigkeit der Annahme 4.4 lediglich bis zu
einem endlichen Zeitpunkt T von dem Bestand extrahiert, in dem die Gleichung
(4.8) mit Gleichheit erfu¨llt ist und der u¨brige Ressourcenbestand xT erreicht
ist.17 Die Menge xT bleibt jedoch nicht erhalten, denn sie ist weiterhin von ihrem
natu¨rlichen Abbau betroffen, so dass sie im Laufe der Zeit verschwindet.
4.3 Optimale Zeitpfade der Gashydrat-Nutzung
Auf der Grundlage der im vorigen Abschnitt 4.2 entwickelten notwendigen und
hinreichenden Optimalita¨tsbedingungen widmet sich dieser Abschnitt nun der
Analyse der optimalen Lo¨sung. Dazu werden zuna¨chst in Abschnitt 4.3.1 einige
besondere Charakteristika der optimalen Lo¨sung hergeleitet, indem die Umschalt-
bedingung, die Abbauraten bei bindender Restriktion (4.3) und eine weitere Ein-
schra¨nkung des Definitionsbereichs betrachtet werden. Abschnitt 4.3.2 untersucht
dann im Zuge einer komparativen Dynamik die speziellen Auswirkungen einzel-
ner Modellkomponenten auf die Zeitpfade der wichtigen Gro¨ßen des Systems und
betont dabei jeweils auch die Rolle der Regulierung durch die Beschra¨nkung des
maximalen Treibhausgasbestands, indem die Zeitpfade der Situationen mit und
ohne Regulierung verglichen werden.
4.3.1 Charakteristika der Optimalen Lo¨sung
Es sei zuna¨chst die Situation ohne jegliche klimapolitische Regulierung als Refe-
renz betrachtet, das heißt die Begrenzung durch die Obergrenze auf den Treib-
17Die entsprechende Proposition B.1 findet sich im Anhang B.1, da sie weitestgehend das
Ergebnis der Proposition 3.1 reproduziert und der dazugeho¨rige Beweis analog erfolgt.
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hausgasbestand (4.3) wird nicht beru¨cksichtigt, so dass die Emissionen der ver-
schiedenen Treibhausgase irrelevant fu¨r die Optimierung sind und µt = 0 fu¨r alle
t ≥ 0 gilt. U¨brig bliebe ein einfaches ressourceno¨konomisches Problem endlicher
Besta¨nde mit bestandsabha¨ngigen Abbaukosten, erga¨nzt um einen ebenfalls be-
standsabha¨ngigen Schaden G(xt). Das o¨konomische Prinzip, nach dem von der
Ressource extrahiert wird, solange die gesellschaftlichen Grenzkosten des Abbaus
einer Einheit kleiner sind als die maximale Zahlungsbereitschaft fu¨r die daraus
gewonnene Energie, kann auch hier u¨bertragen werden. Diese gesellschaftlichen
Grenzkosten zum Zeitpunkt t setzen sich laut (4.8) mit µt = 0 aus den Abbau-
kosten pro Einheit c(xt) und den Opportunita¨tskosten λt zusammen, die insbe-
sondere die steigernde Wirkung des Abbaus einer Einheit auf die Grenzkosten
und den zusa¨tzlichen geologischen Schaden beru¨cksichtigen. Im Zeitpunkt T des
Umschaltens von positivem Abbau (qt > 0) zur Laisser-Faire-Situation (qt = 0)
mu¨ssen die gesellschaftlichen Grenzkosten genau der maximalen Zahlungsbereit-
schaft ζp¯ entsprechen. Somit wa¨re die Bedingung fu¨r ein Umschalten zur letzten
Phase, in der die bindenden Nebenbedingungen immer dieselben bleiben, gegeben
durch:
c(xT ) + λT = ζp¯ (4.15)
Im Umschaltzeitpunkt T wird der Abbau fu¨r immer gestoppt, die Abbaura-
te wird null (qt = 0 fu¨r alle t ≥ T ), der Kuhn-Tucker-Multiplikator springt
von ϕt = 0 fu¨r t ≤ T auf ϕt > 0 fu¨r alle t > T und bleibt in der gesam-
ten nun beginnenden letzten Phase positiv, wa¨hrend ωt = 0 fu¨r alle t > T .
Die Opportunita¨tskosten im Umschaltzeitpunkt λT ko¨nnen u¨ber den Restwert
S(xT , T ) = −
∫∞
T
G′(xτ )e−ρ(τ−T )dτ – ein irreversibler Schaden, der trotz Einstel-
lung des Abbaus besteht – bestimmt werden. Dieser Restwert liefert den Schatten-
wert der Ressource in situ zum Zeitpunkt T als λT =
∂S(xT ,T )
∂xT
.18 Durch Einsetzen
dieses Werts in die Umschaltbedingung (4.15) la¨sst sich der Ressourcenbestand
xT , bei dessen Erreichen der Abbau eingestellt wird und der anschließend allein
18Diese Bedingung stammt urspru¨nglich aus der Formulierung als Optimierungsproblem mit
einem unbekannten, aber endlichen Endzeitpunkt T und einem Restwert S(T ), wie z.B. in
Feichtinger und Hartl (1986, Abschnitt 2.7, S. 44 ff.) dargestellt. Danach muss die Ko-Zustands-
variable des Bestands zum Endzeitpunkt T genau der Ableitung des Restwerts nach dem Be-
stand entsprechen. Diese Bedingung la¨sst sich so auf unser Problem u¨bertragen, ließe sich aber
auch u¨ber das Lo¨sen der Differentialgleichung (4.9) fu¨r λT herleiten.
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durch den selbststa¨ndigen Abbau weiter reduziert wird, eindeutig bestimmen.
Es sei nun die klimapolitische Regulierung wieder in die U¨berlegungen einbe-
zogen, die den kumulierten Ausstoß von Treibhausgasen auf das maximale Niveau
y¯ begrenzt. Sind die Anfangsbesta¨nde hinreichend groß gewa¨hlt und die Parame-
ter derart, dass ohne die Regulierung die Obergrenze des Treibhausgasbestands
u¨berschritten wu¨rde, so wird auch bei Beru¨cksichtigung der Regulierung dieses
maximale Niveau erreicht und es existiert eine Phase des beschra¨nkten Abbaus.
Die dazugeho¨rige Abbaumenge, die den Treibhausgasbestand konstant auf dem
maximal erlaubten Niveau y¯ ha¨lt, ergibt sich durch Auflo¨sen der Gleichung (4.2)
fu¨r den Fall y˙ = 0 nach qt.
qct =
αy¯ − βxt
K
(4.16)
Die Abbaurate qct ist wa¨hrend dieser Phase des beschra¨nkten Abbaus (t ∈ (tc, tv))
durch die exogen vorgegebene Obergrenze y¯ und durch den (noch) vorhandenen
Ressourcenbestand xt bestimmt. Da der Bestand der Gashydrate eine u¨ber die
Zeit abnehmende Menge von CH4-Emissionen freisetzt, die damit einen sinkenden
Anteil der Kapazita¨t in Anspruch nehmen, bleibt ein wachsender Raum fu¨r den
Ausstoß von CO2 und CH4 aufgrund der Nutzung der Hydrate. Daher ist eine
Abbaurate qct zu beobachten, die nicht konstant – wie in dieser Art von Modellen
normalerweise u¨blich (vgl. z.B. Chakravorty et al., 2006; Lafforgue et al., 2008)
– sondern u¨ber die Zeit ansteigend verla¨uft.
Des Weiteren la¨sst sich feststellen, dass die Umschaltbedingung (4.15) die-
selbe bleibt wie im Referenzfall des unregulierten Abbaus. Denn die zusa¨tzliche
enthaltene Gro¨ße in Bedingung (4.8), der Schattenwert des Treibhausgasbestands
µt, verschwindet, sobald die Restriktion durch die Obergrenze des Treibhausgas-
bestands nicht mehr bindend wirkt. Und es la¨sst sich zeigen, dass das maximale
Niveau y¯ in der optimalen Lo¨sung verlassen wird, bevor der Abbau gestoppt wird.
Proposition 4.1 Wird der Treibhausgasbestand yt fu¨r ein positives Zeitintervall
t ∈ (tc, tv), tc < tv, auf seinem maximal erlaubten Niveau y¯ gehalten, so gilt fu¨r
dieses Zeitintervall, dass die Abbauraten u¨ber die Zeit monoton ansteigen und
dass es nicht optimal sein kann, den Abbau zu stoppen.
Beweis Aus qt = q
c
t fu¨r alle t ∈ (tc, tv) folgt durch Differenzieren von (4.16) nach
der Zeit direkt, dass q˙ct =
−βx˙t
K
= β(βxt+qt)
K
> 0 fu¨r alle t ∈ (tc, tv), das heißt
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die Abbaurate steigt u¨ber die Zeit. Weiterhin sind nach Feichtinger und Hartl
(1986, Satz 6.2, S. 167) Spru¨nge in der Kontrollvariablen ausgeschlossen, falls die
Regularita¨tsbedingung, fu¨r welche die Negativ-Definitheit der Hesse-Matrix des
Systems hinreichend ist, erfu¨llt ist. Mit Hqq = ζ
2U ′′(ζqt) < 0 ist diese Bedingung
erfu¨llt und die Kontrollvariable qt verla¨uft somit stetig. Da im Zeitpunkt T der
Abbau gestoppt wird, fa¨llt die Abbaurate unmittelbar davor von einem positiven
Wert auf 0, das heißt qT−ε > 0 und q˙T−ε < 0 mit ε → 0. Fu¨r jeden Zeitpunkt T
innerhalb des Intervalls (tc, tv) wa¨re dies einen Widerspruch zu q˙
c
t > 0.
Nach Proposition 4.1 wird in der optimalen Lo¨sung des Problems der Abbau
nicht gestoppt, solange sich der Treibhausgasbestand auf dem maximalen Niveau
ha¨lt. Es existiert demnach eine Phase von positiver La¨nge, t ∈ (tv, T ), in der
die Emissionen so gering sind, dass die natu¨rliche Regeneration der Atmospha¨re
u¨berwiegt und der Treibhausgasbestand sich abbaut. Die Beschra¨nkung durch
die Obergrenze ist nicht mehr relevant, so dass µt = 0 ist. Die Dynamik in dieser
Phase wird lediglich durch die Knappheit der Ressource und die Abbaukosten
bestimmt, entspricht also der zu Beginn dieses Abschnitts betrachteten Situation
ohne Regulierung. Die Abbaumenge sinkt in diesem Zeitraum von qtv = q
c
tv > 0
auf qT = 0, bevor es in T zum Umschalten in die letzte Phase kommt, die durch
Laisser-Faire bestimmt wird.
Bevor wir im folgenden Abschnitt die optimalen Zeitpfade der entscheiden-
den Gro¨ßen und dabei insbesondere die Wirkung der beiden außergewo¨hnlichen
Komponenten des Modells genauer betrachten, bedarf es an dieser Stelle einer
wichtigen Einschra¨nkung bezu¨glich des zula¨ssigen Bereichs der Anfangsbesta¨nde.
Es bezeichne q˜t den optimalen Abbaupfad, der mit den Zeitpfaden der Zustands-
variablen x˜t und y˜t einhergeht, und durch die folgenden Eigenschaften zum Zeit-
punkt des Erreichens des maximal erlaubten Treibhausgasbestands t˜c definiert
ist:
q˜t˜c = 0, y˜t˜c = y¯, x˜t˜c =
α
β
y¯ (4.17)
Die Lo¨sung mit diesen Eigenschaften definiert im x-y-Raum die Trajektorie y˜(x˜)
und ist in Abbildung 4.2 als der etwas dickere Pfad neben dem bereits aus der Ab-
bildung 4.1 bekannten Laisser-Faire-Pfad yM(x) eingezeichnet. Diese Trajektorie
y˜(x˜) stellt insofern einen Grenzpfad dar, als dass alle Kombinationen von An-
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Abbildung 4.2: Der Grenzpfad zur Lo¨sbarkeit des Problems
fangsbesta¨nden (x0, y0), die im x-y-Diagramm rechts bzw. oberhalb dieses Pfads
liegen, unweigerlich dazu fu¨hren, dass die Bedingung (4.3) nicht eingehalten wer-
den kann. Denn jede Trajektorie, die in dem Bereich oberhalb bzw. rechts von
y˜(x˜) ihren Ausgangspunkt hat, wird die Obergrenze y¯ mit einem Ressourcenbe-
stand x(tc) > xm =
α
β
y¯ erreichen. Aufgrund des natu¨rlich abgebauten Anteils des
Gashydrats, der in diesem Fall βxm u¨bersteigt und so mehr Emissionen freisetzt
als durch Regeneration aus der Atmospha¨re verschwindet, ist es unmo¨glich, die
Restriktion (4.3) einzuhalten ohne eine der anderen Optimalita¨tsbedingungen zu
verletzen.
Proposition 4.2 Ist der anfa¨ngliche Ressourcenbestand x0 beziehungsweise der
anfa¨ngliche Treibhausgasbestand y0 mit y0 > y˜(x0) hinreichend groß, so ist das
Optimierungsproblem des sozialen Planers aufgrund des natu¨rlichen Abbaus der
Ressource nicht lo¨sbar, weil die durch 4.3 gegebene Bedingung yt ≤ y¯ nicht ein-
gehalten werden kann.
Beweis Wie oben bereits argumentiert wurde, erreicht jede Trajektorie, die
bei einem anfa¨nglichen Treibhausgasbestand y0 > y˜(x0) startet, das maximal
zula¨ssige Niveau des Treibhausgasbestands mit einem restlichen Bestand des
Gashydrats in situ von xtc > xm =
α
β
y¯. In diesem Fall ist es unmo¨glich die
Treibhausgase konstant auf dem Niveau y¯ zu halten, da laut (4.2) dann gilt
y˙tc = qtc + βxtc − αytc > qtc + βxm − αy¯ = qtc + β αβ y¯ − αy¯ = qtc . Selbst mit
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der kleinstmo¨glichen Abbaurate, qtc = 0, wa¨re y˙tc > 0, der Treibhausgasbestand
wu¨rde weiter ansteigen und die Obergrenze u¨bersteigen. Die Bedingung (4.3)
wu¨rde verletzt. Das Problem des sozialen Planers ist daher nicht lo¨sbar fu¨r An-
fangsbesta¨nde von y0 > y˜(x0).
Im Hinblick auf die anfa¨nglich aufgeworfene Fragestellung nach dem
”
vorsorg-
lichen Abbau“ des Gashydrats wird damit deutlich, dass diese These nur fu¨r
einen eingeschra¨nkten Bereich von Anfangsbesta¨nden unterstu¨tzt werden kann.
Das durch die Punkte xM , P und x˜
max
0 begrenzte ”
Dreieck“ in Abbildung 4.2
beschreibt diesen Bereich, wobei P der Schnittpunkt der beiden Trajektorien
y˜(x˜) und yM(x) ist. Fu¨r alle Kombinationen von Anfangsbesta¨nden, die außer-
halb dieses Dreiecks liegen, existiert entweder keine optimale Lo¨sung oder das
maximal erlaubte Niveau des Treibhausgasbestands y¯ wu¨rde auch in der Laisser-
Faire-Situation nicht erreicht. Demnach kann der Gedanke, die Spitze des atmo-
spha¨rischen Treibhausgasbestands zu verhindern, nicht das alleinige Argument
fu¨r einen Abbau des Gashydrats sein.
Neben den Abbauraten α und β, die den Verlauf der Trajektorie yM(x) be-
stimmen, sowie der Ho¨he der auferlegten Obergrenze y¯ beeinflussen die Nachfra-
geparameter der Nutzenfunktion wie auch die Abbaueffektivita¨t ζ maßgeblich das
Ausmaß dieser Region, in der
”
vorsorglicher Abbau“ die Einhaltung der Ober-
grenze ermo¨glicht. Ein Blick auf die Steigung der Trajektorie y˜(x˜) bis zum Errei-
chen der Obergrenze, die durch ∂yt
∂xt
= y˙t
x˙t
= Kqt+βxt−αyt−qt−βxt = −
(1−ζ(1−κ)qt+βxt−αyt
qt+βxt
< 0
gegeben ist, zeigt, dass diese ceteris paribus umso gro¨ßer ist, je gro¨ßer die Ab-
baueffektivita¨t ζ ist, denn ∂(∂yt/∂xt)
∂ζ
= (1− κ)qt > 0. Da ∂yt∂xt negativ ist, bedeutet
ein gro¨ßere Steigung hier einen flacheren Verlauf der Trajektorie y˜(x˜). Je gro¨ßer
also die Abbaueffektivita¨t ζ und damit die emissionsreduzierende Wirkung des
Abbaus der Ressource, desto flacher die Steigung der Trajektorien und damit de-
sto gro¨ßer das Dreieck in Abbildung 4.2. Demnach kann eine Weiterentwicklung
der Abbautechnologie, die eine Erho¨hung von ζ bedeutet, durchaus die Region
des
”
vorsorglichen Abbaus“ ausweiten.
4.3.2 Komparative Dynamik
Nachdem der vorangegangene Abschnitt die Einschra¨nkungen und grundsa¨tzli-
chen Ergebnisse herausgearbeitet hat, widmet sich dieser Abschnitt nun der Ent-
wicklung der wichtigen Gro¨ßen des Systems in der optimalen Lo¨sung. Abbildung
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4.3, die sich u¨ber die zwei Seiten 64 und 65 erstreckt, dient der Darstellung der
optimalen Zeitpfade wie auch dem Herausarbeiten der qualitativen Auswirkungen
der zwei ungewo¨hnlichen Komponenten des Modells, des geologischen Schadens
G(xt) und des natu¨rlichen Abbaus des Gashydrats β. Dies geschieht, indem in der
ersten Zeile (Zeile a) zuna¨chst die optimalen Zeitpfade fu¨r den Lehrbuch-Fall op-
timalen Abbaus einer endlichen Ressource bei bestandsabha¨ngigen Abbaukosten
als Referenzfall dargestellt sind, wobei naturgema¨ß die beiden soeben benann-
ten Komponenten hier noch nicht beru¨cksichtigt sind (β = 0 und G(xt) = 0).
In der zweiten Zeile (b) wird dieses Grundmodell unter Vernachla¨ssigung des
natu¨rlichen Abbaus (β = 0) erga¨nzt um den geologischen Schaden G(xt), wohin-
gegen in der dritten Zeile (c) ausschließlich der natu¨rliche Abbau beru¨cksichtigt
wird (β > 0, G(xt) = 0). Schließlich stellt die vierte Zeile (d) die Zeitpfade der
Lo¨sung des vollsta¨ndigen Optimierungsproblems zur Nutzung von Gashydraten
dar (β > 0, G(xt) > 0). Um weiterhin die Wirkung der Regulierung durch eine Be-
schra¨nkung der zula¨ssigen kumulierten Treibhausgasemissionen zu verdeutlichen,
entha¨lt jedes einzelne Diagramm einen Zeitpfad, welcher der optimalen Lo¨sung im
unregulierten Fall entspricht und durch die gestrichelten Linien gekennzeichnet
ist, und einen Pfad, der die optimale Lo¨sung unter Beru¨cksichtigung der Regu-
lierung durch die Obergrenze y¯ beschreibt und durch die durchgezogene Linie
repra¨sentiert wird. Dabei beschreibt jeweils der dicker gezeichnete Teil des Pfa-
des eine Phase positiven Abbaus (qt > 0), wa¨hrend die du¨nn gezeichnet Linie fu¨r
die Laisser-Faire-Lo¨sung (qt = 0) steht, die im unregulierten Fall zum Zeitpunkt
T ′ und im regulierten Fall zum Zeitpunkt T beginnt. Die ebenfalls eingezeichne-
ten Zeitpunkt tc und tv markieren jeweils fu¨r den regulierten Fall die Zeitpunkte,
da die aggregierten Treibhausgasemissionen die Obergrenze erreichen beziehungs-
weise wieder verlassen. Jede Zeile der Abbildung 4.3 entha¨lt u¨ber die zwei Seiten
betrachtet von links nach rechts jeweils vier Diagramme, je eines fu¨r die Ent-
wicklung des Ressourcenbestands xt, des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands
yt, der Abbauraten qt und der Knappheit der Ressource λt u¨ber die Zeit. Der
zuletzt genannte Schattenwert ist an dieser Stelle von besonderem Interesse, da
sein qualitativer Verlauf sich durch die Hinzunahme der verschiedenen Kompo-
nenten deutlich vom Grundmodell unterscheidet. Demgegenu¨ber ist der andere
Schattenwert, µt an dieser Stelle zu vernachla¨ssigen, da er fu¨r den unregulierten
Fall nicht existiert und im regulierten Fall stets denselben (bereits auf Seite 54
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beschriebenen) Verlauf besitzt: Der Betrag des Schattenwerts µt steigt bis zum
Zeitpunkt tc, in dem das maximale Niveau erreicht wird, mit der Rate (α + ρ)
exponentiell an und sinkt dann aufgrund des positiven χt in Gleichung (4.10) bis
zum Zeitpunkt tv monoton auf 0 herab.
19
Wie aus Modellen zum optimalen Abbau unter Beru¨cksichtigung von be-
standsabha¨ngigen Abbaukosten hinla¨nglich bekannt und in Diagramm (a1) fu¨r
das Grundmodell dargestellt ist, wird in diesem Referenzfall der Ressourcenbe-
stand xt in unendlicher Zeit asymptotisch gegen einen positiven Wert x
B
∞ redu-
ziert.20 Die Parameter sind dabei derart gewa¨hlt, dass der Treibhausgasbestand yt
die Obergrenze y¯ im Fall ohne Regulierung u¨berschreitet, so dass bei Beru¨cksich-
tigung der Regulierung die Obergrenze (4.3) zur bindenden Restriktion wird (Dia-
gramm (a2)). Da die Beschra¨nkung durch die Obergrenze jedoch ein tempora¨res
Pha¨nomen ist und sie nur bis zum Zeitpunkt tv das System beeinflusst, sind die
Steady-State-Werte fu¨r beide Fa¨lle jeweils dieselben. Aus dem Diagramm (a2) ist
weiterhin abzulesen, dass bei Beru¨cksichtigung der Regulierung, diese sich bereits
in der ersten Phase auswirkt, so dass es zu einem vergleichsweise langsamen An-
stieg des Treibhausgasbestands kommt und das Level y¯ spa¨ter erreicht wird. Wie
das Diagramm (a3) zeigt, bewirken dies die moderaten Abbauraten in der ersten
Phase, bevor in der zweiten Phase des beschra¨nkten Abbaus, t ∈ (tc, tv), die Ab-
bauraten konstant auf dem Niveau gehalten wird, das genau so viel CO2 emittiert
wie durch die natu¨rliche Regeneration aus der Atmospha¨re entfernt wird. In der
ersten Phase wird demnach bereits antizipiert, dass es zu einer Beschra¨nkung
des Abbaus kommen wird und daher wird der Konsum der Ressource hier schon
leicht zuru¨ckgehalten. Die Knappheit der Ressource λt, die im Diagramm (a4)
dargestellt ist, spiegelt in diesem Grundmodell fu¨r beide Fa¨lle weniger die physi-
sche Knappheit sondern vielmehr die o¨konomische Knappheit wider. Die mit der
Reduktion des Ressourcenbestands ansteigenden Grenzkosten des Abbaus lassen
den marginalen Nettonutzen des Abbaus und damit den Wert der Ressource in
situ abnehmen und schließlich gegen null konvergieren. Die Beru¨cksichtigung der
19Erga¨nzend zu den Darstellungen in Abbildung 4.3 findet sich in Anhang B.2 noch eine Ab-
bildung, die exemplarische Zeitpfade aller Gro¨ßen des Systems zeigt, inklusive des Schattenwerts
µt und der gesellschaftlichen Grenzkosten.
20Unter der Annahme einer im Ressourcenbestand linear abnehmenden Stu¨ckkostenfunktion,
die in der Kostenfunktion C(xt, qt) = qt(c1 − c2xt) enthalten ist, wa¨re dieser Bestand genau
xB∞ =
c1−ζp¯
c2
. Der hochgestellte Index B wurde fu¨r dieses Grundmodell aufgrund der englischen
Bezeichnung (Benchmark) gewa¨hlt.
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Abbildung 4.3: Optimale Zeitpfade und komparative Dynamik bezu¨glich β und G(xt)
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Abbildung 4.3(Forts.): Optimale Zeitpfade und komparative Dynamik bzgl. β u. G(xt)
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Regulierung hat hier lediglich die unwesentliche Auswirkungen, dass die Knapp-
heit durch die langsamere Ressourcenreduktion ebenfalls etwas langsamer sinkt.
Die Auswirkung des Einbeziehens des zusa¨tzlichen Bestandseffekts in Form
des geologischen Schadens G(xt) wird in der zweiten Zeile der Abbildung 4.3 il-
lustriert. Wie das Diagramm (b1) zeigt, fu¨hrt er dazu, dass im Vergleich zum
Grundmodell ein kleinerer Anteil der Ressource konsumiert wird. Der Ressour-
cenbestand wird lediglich bis zu einem bestimmten, zu konservierenden Bestand
xGT = x
G
∞ > x
B
∞ reduziert, der im Zeitpunkt T beziehungsweise T
′ exakt erreicht
wird und gro¨ßer ist als im Grundmodell. Dass dieser Wert nicht asymptotisch
sondern exakt erreicht wird (qt = 0 und xt = x
G
∞ fu¨r alle t ≥ T ), liegt in der
Gestalt des geologischen Schadens begru¨ndet, der zwar bestandsabha¨ngig jedoch
nicht von den sinkenden Abbauraten abha¨ngig ist. Dies verursacht eine monoton
ansteigende Komponente in der Knappheit der Ressource, die dem sinkenden Ef-
fekt der Kostenkomponente des Grundmodells entgegensteht. Diese Komponente
steigt bis auf den Wert −G′(xT )
(β+ρ)
an, so dass im Zeitpunkt T die Umschaltbedin-
gung (4.15) erfu¨llt ist und ab diesem Zeitpunkt T des Einstellens des Abbaus diese
Komponente allein die Opportunita¨tskosten einer Einheit der Ressource in situ
bestimmt. Je gro¨ßer der Schadensparameter in G(xt) angenommen wird, desto
gro¨ßer der Anteil der Ressource, der konserviert wird. A¨hnlich wie im Diagramm
(a4) zeigt auch das Diagramm (b4) fu¨r die Knappheit der Ressource λt, dass die
Einfu¨hrung der bindenden Obergrenze im Vergleich zur unregulierten Lo¨sung kei-
ne entscheidenden Auswirkungen hat. Da weiterhin insgesamt ein kleinerer Anteil
der Ressource konsumiert wird, ist in (b2) der Spitzenwert des Treibhausgasbe-
stands bei Vernachla¨ssigung der Regulierung in etwas geringer als in (a2). Im
Vergleich zum Grundmodell wird der Konsum der Ressource und damit auch das
Auftreten des geologischen Schadens tendenziell leicht nach hinten verschoben.21
Die Phase, in welcher der Treibhausgasbestand auf dem maximalen Niveau der
Abbau beschra¨nkt und konstant (b3) gehalten wird, fa¨llt deutlich ku¨rzer aus als
in (a3), da diese auch widerspiegelt, wie stark das maximalen Niveau im nicht
begrenzten Fall u¨berschritten wu¨rde. Daru¨ber hinaus zeigt, das Diagramm (b3)
im Gegensatz zu (a3), dass hier die Abbauraten tatsa¨chlich gleich null werden
(und nicht asymptotisch gegen null gehen).
21Diese Aussage kann zwar aus der Abbildung nicht direkt abgelesen werden, wurde aber
aus den Berechnungen deutlich. Fu¨r eine Zusammenfassung der im Zuge der Erstellung der
Graphik angefallene Werte, siehe Tabelle B.1 in Anhang B.3.
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Die dritte Zeile der Abbildung 4.3 widmet sich der Auswirkung, die das Ein-
beziehen des selbststa¨ndigen Abbaus der Ressource β im Vergleich zum Grund-
modell hat. Der geologische Schaden wird also zuna¨chst erneut vernachla¨ssigt.
Im Gegensatz zu Zeile (a) existiert auch hier ein Zeitpunkt T , zu dem der Abbau
eingestellt wird (qt = 0 fu¨r alle t ≥ T ). Allerdings ist es unmo¨glich den dann noch
bestehenden Ressourcenbestand xβT zu erhalten, da sich dieser nun weiter abbaut
(xt = x
β
T e
−β(t−T ) fu¨r alle t ≥ T ) und in unendlicher Zeit gegen 0 konvergiert. Da
aufgrund des selbststa¨ndigen Abbaus der Ressourcenbestand unweigerlich immer
weiter fa¨llt, ist es auch unmo¨glich xβT nur asymptotisch zu erreichen. x
β
T erfu¨llt im
Zeitpunkt T exakt die Umschaltbedingung (4.15). Wie Abbildung (c1) weiterhin
zeigt, entspricht der Ressourcenbestand xβT in diesem Zeitpunkt genau dem Be-
stand xB∞, gegen den xt im Grundmodell asymptotisch reduziert wird. Diagramm
(c2) verdeutlicht fu¨r den unregulierten Fall einen im Vergleich zum Grundmodell
erkennbar ho¨heren Spitzenwert des Treibhausgasbestands in der Atmospha¨re und
daher im regulierten Fall auch eine deutlich la¨ngere Verweildauer an der Ober-
grenze. Auch werden die aggregierten Emissionen deutlich schneller auf das Ni-
veau y¯ erho¨ht. Dieser rasante Anstieg kann zum einen durch die zusa¨tzlichen
Emissionen aufgrund des natu¨rlichen Abbaus der Ressource erkla¨rt werden. Zum
anderen zeigt Diagramm (c3) jedoch, dass auch die Abbauraten im Vergleich
zum Grundmodell ho¨her liegen. Im unregulierten Fall bewirkt der selbststa¨ndige
Abbau lediglich, dass anfa¨nglich die Abbauraten etwas ho¨her sind und dass zum
Zeitpunkt T ′ der Abbau eingestellt wird. Im regulierten Fall beginnt der Ab-
bau hingegen ebenfalls auf einem ho¨heren Niveau, sinkt dann aber sehr schnell
ab, damit die Obergrenze des Treibhausgasbestands nicht verletzt wird. In der
Phase des beschra¨nkten Abbaus ist dann die monoton ansteigende Abbaurate
(vgl. Proposition 4.1), welche die immer gro¨ßere werdende Kapazita¨t ausnutzt,
zu beobachten. Diagramm (c4) zeigt klar, dass die Einfu¨hrung des natu¨rlichen
Abbaus β deutliche Auswirkungen auf den qualitativen Verlauf der Knappheit
der Ressource in situ λt hat. Dabei ist im unregulierten Fall lediglich im Vergleich
zum Grundmodell ein durch den natu¨rlichen Abbau stets etwas geringerer Wert
festzustellen, der im Zeitpunkt T ′ zu null wird. Wird die Regulierung hingegen
beru¨cksichtigt, bekommt der Bestand der Treibhausgase ebenfalls einen Schatten-
wert, der den Schattenwert der Ressource in situ dann mindert. Dieser kann sogar
negativ werden, wenn die Kosten des Nicht-Konsumierens den Wert des Zuru¨ck-
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haltens dominieren. Der natu¨rliche Abbau der Ressource erho¨ht die atmospha¨ri-
schen Treibhausgase und induziert eine schnelle Reduktion des Bestands, jedoch
wird dieser Drang zur Reduzierung des Bestands durch den schnelleren Anstieg
der marginalen Abbaukosten ausgeglichen. Auch in diesem Fall verschwindet der
Schattenwert ab dem Zeitpunkt T . Die anfa¨nglich kleinen Opportunita¨tskosten
des Abbaus sind jedoch ursa¨chlich fu¨r die vergleichsweise hohen Abbauraten.
Schließlich stellt die vierte Zeile der Abbildung 4.3 die optimalen Zeitpfade
zum vollsta¨ndigen in Abschnitt 4.2 vorgestellten Modell zur Nutzung von Gashy-
dratvorkommen vor, so dass nun sowohl der geologische Schaden G(xt) als auch
der natu¨rliche Abbau der Ressource β eingehen. Die Zeitpfade spiegeln nun Ele-
mente beider isoliert betrachteter Komponenten wider. Im Diagramm (d1) la¨sst
sich erkennen, dass der Ressourcenbestand bis zu einer bestimmten Menge xT
reduziert wird, der genau dem xGT aus der alleinigen Betrachtung der Wirkung
von G(xt) (Zeile b) entspricht, und dass der Ressourcenbestand wie in Zeile c
nach dem Abbaustopp aufgrund des natu¨rlichen Abbaus weiter bis auf x∞ = 0
sinkt. Auch der Verlauf des Treibhausgasbestands yt in Diagramm (d2) ist ein
Hybrid aus beiden zuvor betrachteten Elementen. Der Spitzenwert des Treib-
hausgasbestand in der unregulierten Lo¨sung liegt zwischen den beiden Werten
in (b2) und (c2) und dementsprechend ist die Verweildauer an der Obergrenze
ebenfalls la¨nger als bei alleiniger Beru¨cksichtigung von G(xt) und ku¨rzer als bei
alleiniger Beru¨cksichtigung von β. Auch wird die Obergrenze spa¨ter erreicht als
in (c2), jedoch fru¨her als in (b2). Bezu¨glich der Abbauraten ist in Diagramm
(d3) zu beobachten, dass diese durch G(xt) wieder etwas niedriger ansetzen als in
(c3), dass aber auch hier die Abbauraten monoton ansteigen, solange die Ober-
grenze der Treibhausgase bindet. Die Knappheit der Ressource λt in Diagramm
(d4) repra¨sentiert ebenfalls die bereits aus (b4) und (c4) bekannten Verla¨ufe.
Aufgrund der monoton ansteigenden Komponente, die aufgrund von G′(xt) in
λt enthalten ist, haben wir im Vergleich zu (c4) einen deutlich ho¨heren Wert
der Ressource in situ. Interessanterweise steigt diese Komponente aufgrund der
durch den natu¨rlichen Abbau fortschreitenden Reduktion des Bestand von xt
auch nach dem Zeitpunkt T weiter an und konvergiert gegen den positiven Wert
λ∞ = − G′(0)(β+ρ) > λT . Dieser fortschreitende Anstieg ist auch ursa¨chlich dafu¨r, dass
die sozialen Grenzkosten λt + c(xt) ab dem Zeitpunkt T , in dem (4.15) erfu¨llt ist,
stets gro¨ßer sind als der Grenznutzen und somit Abbau nicht wieder lohnt.
68
4 Optimale Gashydrat-Nutzung bei Begrenzung der aggregierten
Treibhausgasemissionen
4.4 Abschließende Bemerkungen
In diesem Kapitel haben wir ein relativ einfaches o¨konomisches Modell zum Ab-
bau eines nicht-erneuerbaren Ressourcenbestands unter Beru¨cksichtigung einer
exogen gegebenen Obergrenze auf die aggregierten Emissionen von Treibhaus-
gasen analysiert. Die Besonderheit des Ansatzes liegt dabei in der Betrachtung
nicht eines herko¨mmlichen fossilen Brennstoffes sondern eines endlichen Bestands
von Gashydrat als alleinige Ressource. Dazu wurden die wichtigsten Eigenschaf-
ten der Gashydrate beru¨cksichtigt, indem ein bestandsabha¨ngiger durch geo-
logische Risiken erzeugter volkswirtschaftlicher Schaden und die selbststa¨ndige
Auflo¨sung des Bestands der Gashydrate, die CH4 mit einer vergleichsweise hohen
Scha¨dlichkeit in Bezug auf den atmospha¨rischen Treibhausgasbestand freisetzt,
modelliert wurden. Insbesondere dieser selbststa¨ndige Abbau und die damit ein-
hergehenden CH4-Emissionen erlegen dem System zusa¨tzliche Beschra¨nkungen
auf. So gibt es einen großen Bereich von Anfangsbesta¨nden, fu¨r welche die Ober-
grenze des Treibhausgasbestands nicht eingehalten werden kann.
Aufgrund des von einer Gruppe von Geowissenschaftlern postulierten, nahe-
liegenden Vorschlags eines
”
vorsorglichen Abbaus“ (Krey et al., 2009), nach dem
unkontrollierte Emissionen von CH4 aus den Besta¨nden der Gashydrate teilweise
durch CO2-Emissionen nach Nutzung und Verbrennung ersetzt werden, unter-
suchen wir, ob der Abbau des Gases aus diesen Besta¨nden tatsa¨chlich helfen
ko¨nnte, eine exogen gegebene Beschra¨nkung der aggregierten Treibhausgasemis-
sionen einzuhalten. Dies trifft jedoch lediglich fu¨r einen begrenzten Bereich von
Anfangsbesta¨nden und Parametern zu, jedenfalls wenn als Referenz die Laisser-
Faire-Situation genommen wird, in der die Gashydrate trotz ihres selbststa¨ndigen
Abbaus nicht genutzt werden. Daru¨ber hinaus wurde gezeigt, dass der Schaden
durch geologische Risiken, der zwar bestandsabha¨ngig jedoch unabha¨ngig von
den Abbaukosten ist, der Schlu¨sselfaktor ist, der daru¨ber entscheidet, ob der ge-
samte Bestand genutzt wird oder ob er teilweise unberu¨hrt bleibt. Dies bedeutet,
dass die Gro¨ße des anfa¨nglich vorhandenen Ressourcenbestands auch in diesem
Modell entscheidend ist.
Auch wenn die getroffenen Annahmen teilweise als sehr restriktiv kritisiert
werden ko¨nnen, werden durch diese Vereinfachungen doch einige Einblicke er-
mo¨glicht, die teilweise die Grundlage fu¨r das Modell im folgenden Kapitel legen.
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So beobachten wir eine außergewo¨hnliche ansteigende Abbaurate, solange die
Obergrenze des Treibhausgasbestands eine bindende Restriktion ist, und stellen
fest, dass eine verbesserte Abbautechnologie die recht eingeschra¨nkte Menge der
Anfangsbesta¨nde erho¨ht, die einen
”
vorsorglichen Abbau“ ermo¨glichen. Auch ist
es erst durch diese Vereinfachungen mo¨glich, eindeutige Effekte der einzelnen Mo-
dellkomponenten bezu¨glich der komparativen Dynamik festzumachen. Allerdings
wirft das Ergebnis bezu¨glich der Nicht-Lo¨sbarkeit des Problems natu¨rlich die Fra-
ge auf, ob die Begrenzung der aggregierten Treibhausgasemissionen in Bezug auf
Gashydrat-Vorkommen das geeignete politische Instrument darstellen. Außerdem
wa¨re eine stochastische Formulierung der selbststa¨ndigen Abbaurate und der geo-
logischen Risiken eventuell lohnenswert, dies wu¨rde das Problem jedoch extrem
verkomplizieren. Daher wird dieser Gedanke im folgenden Kapitel nicht weiter
verfolgt, sondern fu¨r zuku¨nftige Forschungsarbeit gelassen. Stattdessen wird im
na¨chsten Kapitel eine zweite Ressource und eine emissionsfreie Energieform ein-
bezogen und die optimale Abbaureihenfolge bestimmt.
70
5 Gashydrate im optimalen Energiemix
5 Gashydrate im optimalen Energiemix
5.1 Einfu¨hrung
In den zwei vorangegangenen Kapiteln wurde jeweils die Wirkung der Eigen-
schaften von Gashydraten auf die optimalen Pfade bei alleiniger Nutzung dieser
einen Ressource untersucht, wobei der Klimaexternalita¨t einmal mithilfe einer
konvexen Schadensfunktion und einmal durch eine Obergrenze auf den atmo-
spha¨rischen Treibhausgasbestand Rechnung getragen wurde. In diesem Kapitel
wird der Fokus hingegen auf der mo¨glichen Rolle der Gashydrate im Energiemix
der Zukunft liegen. Dazu ist es sinnvoll, die endliche Ressource Gashydrat nicht
exklusiv zu betrachten, so dass neben der u¨blichen emissionsfreien alternativen
Energieform noch ein weiterer endlicher Ressourcenbestand eingefu¨hrt wird, des-
sen Nutzung ebenfalls Emissionen freisetzt. Dieses Vorgehen soll – wiederum vor
dem Hintergrund eines politisch induzierten maximalen Niveaus der Treibhaus-
gase – helfen, die Frage nach dem optimalen Abbau zu beantworten, falls das sich
selbststa¨ndig abbauende Gashydrat neben traditionellen fossilen Brennstoffen, sei
es Kohle oder auch O¨l, fu¨r die Energiegewinnung zur Verfu¨gung steht.
In der Literatur sind Modelle zur Nutzung mehrerer Ressourcenbesta¨nde
verschiedener Beschaffenheit keine Seltenheit. Zumeist werden jedoch die Res-
sourcenbesta¨nde in ihren Abbaukosten unterschieden. So hat Herfindahl (1967)
zuna¨chst das klassische Hotelling (1931)-Modell zur optimalen Nutzung endli-
cher Ressourcen erweitert, indem er mehrere Ressourcen, die zu unterschiedli-
chen Stu¨ckkosten abgebaut werden ko¨nnen, eingefu¨hrt hat. Sein Ergebnis, die
verschiedenen Ressourcenbesta¨nde seien in aufsteigender Reihenfolge ihrer Ab-
baukosten zu erscho¨pfen, ist Grundlage fu¨r einen ganzen Strang o¨konomischer
Literatur, die in verschiedenen Zusammenha¨ngen jeweils untersucht, ob dieses
”
Least-Cost-First“-Prinzip seine Gu¨ltigkeit beha¨lt. So untersuchen beispielswei-
se Kemp und Long (1980) oder auch Chakravorty und Krulce (1994) den Ab-
bau mehrerer nicht-erneuerbarer Ressourcen bei Heterogenita¨t der Kosten. Wie
auch Amigues et al. (1998) und Holland (2003), die zusa¨tzlich Kapazita¨tsgrenzen
bezu¨glich der Abbaumengen annehmen, zeigen sie, dass es zu simultaner Nutzung
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beider Ressourcen kommen kann und somit das
”
Least-Cost-First“-Prinzip hier
nur bedingt gilt.
Chakravorty et al. (2008) abstrahieren vollsta¨ndig von der Kostenfrage, u¨ber-
tragen den Gedanken jedoch auf unterschiedlich stark verschmutzende Ressour-
cenbesta¨nde, indem sie anstelle der Kosten den CO2-Ausstoß pro genutzter Ein-
heit der Ressourcen variieren und untersuchen, ob ein
”
Least-Emissions-First“-
Prinzip gilt. Vor dem Hintergrund einer exogenen Beschra¨nkung der akkumu-
lierten Treibhausgasemissionen und in der Nutzung perfekt substituierbarer Res-
sourcen zeigen sie, dass dieses Prinzip nicht grundsa¨tzlich gilt und dass es ne-
ben Phasen simultaner Ressourcennutzung durchaus zu der paradox anmutenden
Abbaureihenfolge kommen kann, in der zuna¨chst die vergleichsweise schmutzige
Ressource genutzt wird, dann die saubere und schließlich wieder die schmutzi-
ge. Demnach entscheiden weniger die Unterschiede in den Emissionskoeffizienten,
und damit in den sozialen Kosten, sondern vielmehr die anfangs vorhandenen
Mengen der verschiedenen Ressourcen u¨ber die optimalen Abbaureihenfolgen.
Smulders und van der Werf (2008) verfolgen einen a¨hnlichen Ansatz und erwei-
tern das klassische Hotelling-Modell um eine zweite Ressource, nehmen jedoch
die beiden Ressourcen als imperfekte Substitute in der Nutzung an. Im Ergebnis
besta¨tigen auch sie, dass es unter der Annahme einer klimapolitisch motivierten
Obergrenze auf die atmospha¨rische Treibhausgaskonzentration zu einer sta¨rkeren
Nutzung der schmutzigeren Ressource, die weniger produktiv pro ausgestoßener
Einheit CO2 ist, kommen kann, bevor die Obergrenze erreicht wird. Die große
Mehrheit der theoretischen Papiere auf dem Gebiet der klimarelevanten Nut-
zung fossiler Brennstoffe beschra¨nken sich hingegen auf die Untersuchung des
U¨bergangs von nur einer nicht-erneuerbaren Ressource auf eine emissionsfreie
”
Backstop“-Technologie.22
Bei dem in diesem Kapitel vorgestellten Modell zur optimalen Nutzung ver-
schiedener Ressourcenbesta¨nde handelt es sich nun ebenfalls um eine Erweite-
rung des klassischen Hotelling-Modells unter Beru¨cksichtigung einer unendlich
zur Verfu¨gung stehenden
”
Backstop“-Technologie und einem exogen gegebenen
maximal erreichbaren atmospha¨rischen Treibhausgasbestand. Die Erweiterung
a¨ußert sich in einem zusa¨tzlichen Ressourcenbestand, der hier die Eigenschaften
von Gashydrat besitzt. Um die Vergleichbarkeit mit Chakravorty et al. (2008) zu
22Eine U¨bersicht u¨ber die theoretische Literatur auf diesem Gebiet wurde bereits im einlei-
tenden Abschnitt 3.1 des Kapitels 3 gegeben.
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gewa¨hrleisten, wird ebenfalls perfekte Substituierbarkeit der verschiedenen Res-
sourcenbesta¨nde angenommen. Weiterhin wird an dieser Stelle ebenfalls von jeg-
lichen bestandsabha¨ngigen Effekten abstrahiert, das heißt im vorliegenden Fall,
dass nicht nur die Abbaukosten, sondern auch der externe Tsunami-Schaden nicht
beru¨cksichtigt werden, so dass sich die optimale Lo¨sung im Rahmen eines typi-
schen Hotelling-Modells bewegt. Zuletzt wird auch auf die in den vorherigen
Kapiteln noch explizit modellierten Verluste im Zuge des Abbaus von Hydrat
verzichtet und davon ausgegangen, dass hundert Prozent der abgebauten Hy-
drate auch tatsa¨chlich genutzt werden ko¨nnen. Somit liegt allein die Wirkung
des selbststa¨ndigen Abbaus des Hydrats auf die optimale Lo¨sung im Fokus des
hier vorgestellten Modells. Wie die Analyse zeigt, wird das Gashydrat als die
vergleichsweise sauberere der beiden endlichen Ressourcen, die außerdem von
selbststa¨ndigem Abbau betroffen ist, stets zuerst abgebaut. Auch kommt es we-
gen des natu¨rlichen Abbaus des Gashydrats weder zu simultaner Nutzung zweier
Energieformen noch zu einer anfa¨nglichen Nutzung der schmutzigeren Ressource.
Im Folgenden entwickelt der Abschnitt 5.2 zuna¨chst das Modell zur Nutzung
mehrerer Ressourcen und leitet die Optimalita¨tsbedingungen her. Der darauf fol-
gende Abschnitt 5.3 stellt nach einigen Voru¨berlegungen in Form der Ergebnisse
zur optimalen Abbaureihenfolge die Hotelling-Lo¨sung vor und bespricht dann die
optimalen Zeitpfade fu¨r unterschiedliche Ausgangssituationen bezu¨glich der An-
fangsbesta¨nde der Ressourcen, bevor der nachfolgende Abschnitt das Kapitel mit
einem Fazit abschließt.
5.2 Modell zum optimalen Energiemix
Um die mo¨gliche Rolle von Gashydraten im optimalen Energiemix beziehungswei-
se die optimale Abbaureihenfolge bei Beru¨cksichtigung weiterer Energiequellen
analysieren zu ko¨nnen, mu¨ssen zuna¨chst eine Reihe vereinfachender Annahmen
getroffen und eine Notation festgelegt werden. Auf dieser Grundlage ko¨nnen dann
die Optimalita¨tsbedingungen hergeleitet werden, bevor im na¨chsten Abschnitt die
Analyse und die Darstellung der Ergebnisse folgt.
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5.2.1 Vereinfachende Annahmen und Notation
Die in diesem Kapitel modellierte Wirtschaft generiert ihren Nutzen U zu jedem
Zeitpunkt aus dem Konsum einer bestimmten Menge Energie q(t), die durch
Abbau verschiedener Energiequellen gewonnen wird.
Annahme 5.1 Die Nutzenfunktion U(q(t)) ist eine zweimal stetig differenzierba-
re Funktion in q(t), die streng monoton ansteigend und konkav verla¨uft (U ′(q) >
0, U ′′(q) ≤ 0, U(0) = 0) mit einem Grenznutzen der ersten konsumierten Einheit
von limq(t)→0 U(q(t)) ≤ ∞.
Da die Zahlungsbereitschaft fu¨r eine Einheit Energie durch den Grenznutzen
bestimmt ist, definieren wir außerdem den Preis als p(t) = p(q(t)) ≡ U ′(q(t)).
Die beru¨cksichtigten Energiequellen in diesem Modell sind neben einer kos-
tenintensiven erneuerbaren Energieform, beispielsweise Solarenergie, zwei nicht-
erneuerbare Ressourcen, Gashydrat sowie ein herko¨mmlicher fossiler Brennstoff,
der im Folgenden ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit auch als Kohle bezeichnet
wird. Die zum Konsum des aus ihr gewonnenen Gases abgebaute Menge Gashy-
drat q1(t) tra¨gt neben dem selbststa¨ndigen, natu¨rlichen Abbau, der durch die
konstante Abbaurate β gekennzeichnet ist, zur Reduktion des vorhandenen Be-
standes des Gashydrats x1(t) bei. Mit einem anfa¨nglichen Bestand an Gashydrat
X01 beschreibt somit folgende Gleichung die Bestandsa¨nderung des Gashydrats in
situ:
x˙1(t) = −q1(t)− βx1(t), x1(0) = X01 (5.1)
Der Bestand der zweiten nicht-erneuerbaren Ressource x2(t) hingegen wird aus-
schließlich durch Abbau der zum Konsum bestimmten Menge q2(t) reduziert, so
dass sich bei einem anfa¨nglichen Bestand an Kohle X02
x˙2(t) = −q2(t), x2(0) = X02 (5.2)
ergibt. Bei der dritten zur Verfu¨gung stehenden Energiequelle handelt es sich um
eine emissionsfreie erneuerbare Energie, die – wie in dieser Art der modifizier-
ten Hotelling-Modelle u¨blich – zu konstanten Einheitskosten von cs > 0 erzeugt
werden kann und in unbegrenzter Menge zur Verfu¨gung steht. Mit s(t) als herge-
stellte und konsumierte Menge der Solarenergie ist daher die gesamte Menge kon-
sumierter Energie zu jedem Zeitpunkt q(t) = q1(t)+q2(t)+s(t). Des Weiteren ist
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hiernach festgelegt, dass ab dem Zeitpunkt, in dem die beiden nicht-erneuerbaren
Ressourcen aufgezehrt sind, der Energiepreis der erneuerbaren Energie konstant
gleich den Grenzkosten ihrer Herstellung cs ist und dass die in diesem Zeitraum
konsumierte Menge Energie s¯ durch die Gleichung U ′(s¯) = cs bestimmt ist.
Der Konsum der beiden fossilen Brennstoffe wie auch die aus den Hydraten
entwichene Menge Gas erho¨hen jeweils den Treibhausgasbestand in der Atmo-
spha¨re, mit y(t) bezeichnet und in CO2-Einheiten gemessen.
23 Daher bedarf es
einer Umrechnung der natu¨rlichen Emissionen von CH4 aus dem Bestand der
Methanhydrate in Einheiten CO2 durch Multiplikation mit der Inversen des in
den vorigen Kapiteln verwandten Umrechnungsfaktors κ, also 1/κ, so dass de-
ren Beitrag zum Bestand der Treibhausgase nun mit γx1 =
β
κ
x1 notiert wird.
Unter der Annahme einer natu¨rlichen Regenerationsfa¨higkeit der Atmospha¨re zu
einer konstanten Rate α > 0 beschreibt die folgende Gleichung die A¨nderung des
Bestands an Treibhausgasen in der Atmospha¨re:
y˙(t) = θ1q1(t) + θ2q2(t) + γx1(t)− αy(t) (5.3)
Die Emissionskoeffizienten θ1 und θ2 geben jeweils den CO2-Ausstoß an, der durch
die Verbrennung der Ressourcen zur Energiegewinnung pro Einheit anfa¨llt. Wie
bereits dargestellt, ist bei dem aus Gashydraten hauptsa¨chlich extrahierten Gas
CH4 die gewonnene Energie pro ausgestoßener Einheit CO2 maximal, so dass
sich ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit feststellen la¨sst, dass der Emissions-
koeffizient des Folgeprodukts der Gashydrate kleiner ist als der Emissionskoeffi-
zient der Kohle, das heißt θ1 < θ2.
Es sei angenommen, dass eine Obergrenze y¯ bezu¨glich der Treibhausgase in
der Atmospha¨re nicht u¨berschritten werden darf. Formal bedeutet dies:
y¯ − y(t) ≥ 0, y(0) = y0 < y¯ (5.4)
Diese Obergrenze mag eine politische Vorgabe oder das Ergebnis international
ausgehandelter Abkommen sein oder Schadensfunktionen abbilden, bei denen
ein Schaden katastrophalen Ausmaßes bei Erreichen einer bestimmten Grenze
auftritt. Weiterhin ist es sinnvoll anzunehmen, dass der anfa¨ngliche Treibhaus-
23An dieser Stelle unterscheidet sich die Darstellung von der in den vorigen zwei Kapiteln, in
denen der Treibhausgasbestand zt (Kapitel 3) beziehungsweise yt (Kapitel 4) jeweils in CH4-
Einheiten gemessen wurde.
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gasbestand y0 unterhalb dieses maximal erlaubten Niveaus liegt.
Durch die Festlegung dieser Obergrenze fu¨r die kumulierten Emissionen sind
die maximal erlaubten Emissionen beziehungsweise Abbauraten, solange die Ober-
grenze bindet, festgeschrieben. Ist y(t) = y¯, so du¨rfen die Emissionen nur so groß
sein, dass die Regenerationsfa¨higkeit der Atmospha¨re genau ausgeglichen und
somit der Treibhausgasbestand konstant gehalten wird (y˙ = 0). Bei alleiniger
Nutzung je einer der beiden Ressourcen liefern (5.3) und (5.4) sodann:
qc1(t) =
αy¯ − γx1(t)
θ1
und qc2(t) =
αy¯ − γx1(t)
θ2
(5.5)
Beide Abbauraten an der Obergrenze (engl.: ceiling), qc1(t) und q
c
2(t), sind fest-
gelegt durch die Obergrenze y¯, die Regenerationsrate der Atmospha¨re α, den
jeweiligen Emissionskoeffizienten θi sowie durch die aus den Gashydraten stam-
menden natu¨rlichen CO2-Emissionsa¨quivalente γx1. Aufgrund des Ru¨ckgangs des
Bestands an Gashydraten sind die Abbauraten ansteigend, solange der Treibhaus-
gasbestand auf dem maximalen Niveau ist, beziehungsweise konstant im Falle von
qc2(t), wenn keine Gashydrate mehr vorhanden sind (x1(t) = 0). Dementsprechend
ist der Energiepreis in diesen Phasen, der durch pc1(t) = U
′(qc1(t)) beziehungswei-
se pc2(t) = U
′(qc2(t)) gegeben ist, sinkend oder konstant. Letzteres tritt wiederum
ein, wenn der Bestand an Gashydraten erscho¨pft ist (x1(t) = 0), so dass in diesem
Fall der Energiepreis mit p¯2 = p
c
2(t)|{x1=0,y=y¯} benannt werden kann.
Zuletzt wird noch eine recht restriktive Annahme bezu¨glich der Abbaukosten
getroffen. Um eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse mit Chakravorty et al. (2008)
zu gewa¨hrleisten, wird in diesem Modell von der Abbildung jeglicher bestands-
abha¨ngiger Effekte abgesehen.
Annahme 5.2 Die Abbaukosten der beiden endlichen Ressourcen sind null. Die
gesamten Abbaukosten sind damit C(q1(t), q2(t), s(t)) = css(t), die Grenzkosten
cs sind konstant.
Damit ist der Nettonutzen aus dem Konsum der verschiedenen Energieformen
durch B(q1(t), q2(t), s(t)) = U(q1(t) + q2(t) + s(t)) − css(t) gegeben. Mit einer
konstanten Diskontrate ρ > 0 gilt es nun, die optimalen Abbau- und Preispfa-
de zu finden, um die abdiskondierte Summe des Nettonutzens u¨ber die Zeit zu
maximieren.
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An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass in den folgenden Abschnitten
dieses Kapitels auf die explizite Darstellung der Abha¨ngigkeiten von der Zeit t
verzichtet wird, sofern dies nicht zu Unklarheiten fu¨hrt. Anstelle einer Variablen
vi(t) wird somit lediglich vi geschrieben, wobei natu¨rlich die Abha¨ngigkeit von
der Zeit weiterhin Gu¨ltigkeit besitzt.
5.2.2 Optimierungsproblem und Bedingungen erster Ordnung
Das Optimierungsproblem des sozialen Planers kann nun zusammenfassend wie
folgt formuliert werden:
max
q1≥0,q2≥0,s≥0
∫ ∞
0
[U(q1 + q2 + s)− css] · e−ρtdt
unter den Nebenbedingungen (5.1) bis (5.4) und unter Beru¨cksichtigung der
Nicht-Negativita¨tsbedingungen bezu¨glich der Ressourcenbesta¨nde, x1(t) ≥ 0,
x2(t) ≥ 0, und der Abbauraten, q1(t) ≥ 0, q2(t) ≥ 0.
Bezeichnen λ1(t) und λ2(t) jeweils die Ko-Zustandsvariablen, die auch als
Schattenwerte des Bestandes der Gashydrate beziehungsweise der herko¨mmlichen
Ressource in situ interpretiert werden ko¨nnen, und µ(t) die Ko-Zustandsvariable
beziehungsweise den Schattenwert des Treibhausgasbestands in der Atmospha¨re,
so kann die Hamiltonfunktion in laufenden Werten (current-value-Hamiltonian)
als
Hc(x1, x2, y, q1, q2, s, λ1, λ2, µ) =
U(q1 + q2 + s)− css+ λ1(−q1 − βx1) + λ2(−q2) + µ(θ1q1 + θ2q2 + γx1 − αy)
formuliert werden. Bezeichnen weiterhin χ(t), ω1(t), ω2(t), ϑ1(t), ϑ2(t) jeweils die
Kuhn-Tucker-Multiplikatoren der Nicht-Negativita¨tsbedingungen, lautet die La-
grangefunktion in laufenden Werten
Lc(x1, x2, y, q1, q2, s, λ1, λ2, µ, χ, ω1, ω2, ϑ1, ϑ2) =
Hc(x1, x2, y, q1, q2, s, λ1, λ2, µ) + χt(y¯ − yt) + ω1x1 + ω2x2 + ϑ1q1 + ϑ2q2.
Aus dieser ko¨nnen nach den Regeln der dynamischen Optimierung nun die nach-
folgend dargestellten Optimalita¨tsbedingungen abgeleitet werden.
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Zu jedem Zeitpunkt mu¨ssen die (statischen) Bedingungen erster Ordnung
∂Lc
∂q1
= 0 ⇒ U ′(q1 + q2 + s) = λ1 − θ1µ− ϑ1 (5.6)
∂Lc
∂q2
= 0 ⇒ U ′(q1 + q2 + s) = λ2 − θ2µ− ϑ2 (5.7)
∂Lc
∂s
= 0 ⇒ U ′(q1 + q2 + s) = cs (5.8)
erfu¨llt sein. Weiterhin lauten die dynamischen Optimalita¨tsbedingungen bezu¨glich
der Dynamik der Ko-Zustandsvariablen
−∂L
c
∂x1
= λ˙1 − ρλ1 ⇒ λ˙1 = (β + ρ)λ1 − γµt − ω1 (5.9)
−∂L
c
∂x2
= λ˙2 − ρλ2 ⇒ λ˙2 = ρλ2 − ω2 (5.10)
−∂L
c
∂y
= µ˙− ρµ ⇒ µ˙ = (α + ρ)µ+ χ (5.11)
und es gelten neben den komplementa¨ren Schlupfbedingungen bezu¨glich der Kuhn-
Tucker-Multiplikatoren
q1 ≥ 0, ϑ1 ≥ 0, q1 · ϑ1 = 0 (5.12)
q2 ≥ 0, ϑ2 ≥ 0, q2 · ϑ2 = 0 (5.13)
x1 ≥ 0, ω1 ≥ 0, x1 · ω1 = 0 (5.14)
x2 ≥ 0, ω2 ≥ 0, x2 · ω2 = 0 (5.15)
[y¯ − y] ≥ 0, χ ≥ 0, [y¯ − yt] · χ = 0 (5.16)
auch die u¨blichen Transversalita¨tsbedingungen
lim
t→∞
x1(t)λ1(t)e
−ρt = 0, lim
t→∞
x2(t)λ2(t)e
−ρt = 0 und lim
t→∞
µ(t)e−ρt = 0. (5.17)
Wie schon im vorigen Kapitel ausgefu¨hrt, la¨sst sich aus diesen Bedingungen direkt
der qualitative Verlauf des nicht-positiven Schattenwerts der Atmospha¨re (µ(t) ≤
0) ablesen. Solange y(t) < y¯ und das maximale Niveau noch nicht erreicht wurde,
sinkt gema¨ß (5.11) und (5.16) der Schattenwert der Atmospha¨re exponentiell,
da µ(t) = µ0e
(α+ρ)t < 0. Ist hingegen die Obergrenze erreicht und wird der
Treibhausgasbestand auf diesem maximalen Niveau gehalten (y(t) = y¯, χ(t) > 0),
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so steigt µ(t) wieder an, bis der negative Schattenwert genau in dem Moment
verschwindet, in dem der Treibhausgasbestand wieder unter das maximale Niveau
fa¨llt, das hiernach auch nicht erneut erreicht wird.24
In Bezug auf den Schattenwert λ2(t) der Kohle la¨sst sich durch die Lo¨sung
von (5.10) und (5.14) der aus dem Standard-Hotelling-Modell wohlbekannte mit
der Diskontrate exponentiell ansteigende Verlauf λ2(t) = λ
0
2 e
ρt fu¨r alle x2 > 0
erkennen. Der Schattenwert des Gashydrats λ1(t) hingegen verla¨uft lediglich im
Zeitraum nach dem endgu¨ltigen Verlassen des maximalen Niveaus – oder falls
dieses niemals erreicht wird – exponentiell ansteigend: Falls µt = 0 und x1 > 0,
so ist wegen (5.14) auch der Kuhn-Tucker-Multiplikator ω1 = 0 und aufgrund
von (5.9) gilt so der exponentielle Anstieg von λ1(t) = λ
0
1 e
(β+ρ)t. Dieser erfolgt
jedoch nicht mit der Diskontrate ρ, sondern mit der Summe aus Diskontrate und
der Rate des selbsta¨ndigen Abbaus, der spezifischen Diskontrate des Gashydrats
(β + ρ). Solange hingegen µ(t) 6= 0 gilt, ist die Obergrenze des atmospha¨rischen
Treibhausgasbestands entweder noch nicht erreicht – in diesem Fall la¨sst sich
λ1(t) aus (5.9), (5.11), (5.14) und (5.16) als
λ1(t) =
γ
α− βµ0
(
e(β+ρ)t − e(α+ρ)t)+ λ01e(β+ρ)t (5.18)
bestimmen – oder der Treibhausgasbestand befindet sich an der Obergrenze und
wird dort gehalten. In letzterem Fall wu¨rde die gesamte Dynamik des Systems
durch die zur Einhaltung der Obergrenzen maximal mo¨glichen Abbauraten, qc1
beziehungsweise qc2, bestimmt.
5.3 Optimale Abfolge der Ressourcennutzung
Mithilfe der im vorherigen Abschnitt bestimmten notwendigen und hinreichenden
Optimalita¨tsbedingungen werden nun die optimalen Lo¨sungen unter verschiede-
nen Anfangsbedingungen vorgestellt. Dazu wird zuna¨chst in Abschnitt 5.3.1 ge-
zeigt, dass es nicht zur parallelen Nutzung verschiedener Ressourcen kommen
kann und dass die Reihenfolge der Nutzung eindeutig festgelegt ist. Vor diesem
Hintergrund wird in Abschnitt 5.3.2 die Hotelling-Lo¨sung vorgestellt, die auf-
tritt, wenn die Anfangsbesta¨nde der verschmutzenden Ressourcen zu gering sind,
24Dies la¨sst sich formal mithilfe der Transversalita¨tsbedingung (5.17,c) zeigen. (Siehe
Ausfu¨hrungen in Kapitel 4, S. 54, Fußnote 15.)
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als dass die Regulierung durch die Obergrenze auf den Treibhausgasbestand je
greifen wu¨rde. In Abschnitt 5.3.3 werden schließlich die optimalen Lo¨sungen auf-
gefu¨hrt, in denen die Obergrenze zeitweise zur bindenden Restriktion wird, und
kurz auf eine mo¨gliche Dezentralisierung eingegangen.
5.3.1 Vorbereitende Ergebnisse zum optimalen Abbau
Um die Nutzung der Besta¨nde von Gashydrat und Kohle sowie von Solarener-
gie zu optimieren, bedarf es im Zuge der Festlegung der optimalen Reihenfolge
zuna¨chst einiger U¨berlegungen bezu¨glich der Frage, ob die verschiedenen Res-
sourcen in der optimalen Lo¨sung gleichzeitig genutzt werden sollten. Im Modell
von Chakravorty et al. (2008) zur optimalen Nutzung von zwei verschmutzenden
Ressourcen, die sich lediglich anhand ihrer Emissionskoeffizienten unterscheiden,
existieren Phasen, in denen die beiden Ressourcen simultan genutzt werden. Eine
solche Phase simultaner Nutzung ist gekennzeichnet durch den Treibhausgas-
bestand, der auf dem maximalen Niveau gehalten wird, und den U¨bergang in
der Nutzung von der CO2-armen zur vergleichsweise CO2-intensiven Ressour-
ce, wa¨hrend der gemeinsame Preis in dieser Phase mit der Diskontrate steigt.
Ein solches Ergebnis der simultanen Nutzung zweier Ressourcen kann im hier
betrachteten Modell hingegen nicht auftreten, da sich das Gashydrat nicht nur
durch den geringeren Emissionskoeffizienten von der Kohle unterscheiden la¨sst,
sondern daru¨ber hinaus von seinem natu¨rlichen Abbau betroffen ist. Die damit
verbundene ho¨here spezifische Diskontrate des Gashydrats, die einen schnelleren
Preisanstieg bewirkt, ist ursa¨chlich fu¨r die folgende Proposition:
Proposition 5.1 Es ist nicht optimal, die beiden Ressourcen, Gashydrat und
Kohle, simultan zu nutzen.
Beweis Der Beweis zu dieser Proposition findet sich im Anhang C.1.
Da die regenerative Energie annahmegema¨ß zu positiven und damit vergleichs-
weise hohen Kosten cs zur Verfu¨gung steht, ist deren Nutzung auf eine Phase
am Ende des Planungshorizonts, wenn die nicht-erneuerbaren Ressourcen nicht
mehr zur Verfu¨gung stehen, beschra¨nkt. Es kommt auch hier nicht zu paralle-
ler Nutzung mit einer der beiden nicht-erneuerbaren Ressourcen, da p¯2 < cs
und anderenfalls der Preis der Ressource nicht konstant ist. Aufbauend auf der
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Proposition 5.1 bleibt die Frage, in welcher Reihenfolge die drei zur Verfu¨gung
stehenden Energiequellen genutzt werden.
Proposition 5.2 Ist der Beitrag der Emissionen aus dem selbststa¨ndigen Abbau
des Gashydrats hinreichend groß, das heißt ist γ > (θ2 − θ1)(α − β), so ist die
Reihenfolge des Abbaus eindeutig festgelegt, indem immer zuna¨chst das Gashydrat
vollsta¨ndig genutzt wird, bevor daraufhin die Kohle vollsta¨ndig erscho¨pft wird, und
schließlich auf die Nutzung der erneuerbaren Energie umgestellt wird.
Beweis Der Beweis zu dieser Proposition findet sich im Anhang C.2.
Dieses Ergebnis entspricht der folgenden Intuition. Stehen zwei Ressourcen zu
denselben Abbaukosten (von null) zur Verfu¨gung, von denen die eine Gefahr
la¨uft verloren zu gehen, ohne Nutzen zu stiften, und im Zuge dessen außerdem
den Bestand der Treibhausgase in der Atmospha¨re zu erho¨hen, so ist dieser Res-
sourcenbestand zuerst zu reduzieren, um den Verlust und die Emissionen durch
den natu¨rlichen Abbau mo¨glichst gering zu halten. Dass diese Reihenfolge des
Abbaus außerdem den Bestand der akkumulierten Emissionen minimiert, belegt
die folgende kurze Rechnung. Ein Vergleich zweier Situation, in denen ausgehend
von einem anfa¨nglichen Treibhausgasbestand y0 zu den Zeitpunkten t1 und t2
(t1 < t2) jeweils eine Einheit der beiden Ressourcen abgebaut und genutzt wird,
zeigt, dass der Bestand an Treibhausgasen unabha¨ngig von den vorhandenen Res-
sourcenbesta¨nden geringer ausfa¨llt, wenn im Zeitpunkt t1 eine Einheit des Gashy-
drats (q1(t1) = 1) und im Zeitpunkt t2 eine Einheit der Kohle (q2(t2) = 1, qi(t) = 0
fu¨r alle t 6= ti, i = 1, 2) abgebaut und verbrannt werden. Diese Abbaureihenfol-
ge verursacht im Vergleich zur Laisser-Faire-Lo¨sung zusa¨tzliche Emissionen. Im
Zeitpunkt t1 werden θ1 Einheiten CO2 emittiert, im Zeitpunkt t2 weitere θ2 Ein-
heiten. Außerdem wird die Menge der Gashydrate im Zeitpunkt t1 um eine Einheit
reduziert, so dass nachfolgend die natu¨rlichen Emissionen aus den Gashydraten
ebenfalls um γ CO2-A¨quivalente geringer ausfallen. Unter Beru¨cksichtigung der
durch die Regeneration der Atmospha¨re gepra¨gten Dynamik des Treibhausgasbe-
stands, wa¨ren die zusa¨tzlichen Emissionen aufgrund dieser Abbaureihenfolge zum
Zeitpunkt t > t2 nun also e
−α(t−t2)(θ1e−α(t2−t1) + θ2)− γα−β (e−β(t−t1) − e−α(t−t1)).
Bei der umgekehrten Abbaureihenfolge (q2(t1) = 1, q1(t2) = 1, qi(t) = 0 fu¨r alle
t 6= tj, j = 1, 2, i 6= j), die zum Zeitpunkt t1 Emissionen in Ho¨he von θ2 und zum
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Zeitpunkt den Ausstoß von θ1 CO2-Einheiten sowie die Reduktion der natu¨rli-
chen Emissionen um γ CO2-A¨quivalente mit sich bringt, wa¨ren die zusa¨tzlichen
Emissionen gegeben durch e−α(t−t2)(θ1 + θ2e−α(t2−t1))− γα−β (e−β(t−t2)− e−α(t−t2)).
Subtrahieren des letzteren vom ersteren Ergebnis ergibt als Differenz −(e(t−t1) −
e(t−t2))[(θ1−θ2)e−α+ γα−β (e−β−e−α)] < 0, so dass die Treibhausgase in der Atmo-
spha¨re fu¨r t > t2 bei der zuerst genannten Abbaureihenfolge geringer ausfallen.
Ist die Bedingung aus Proposition 5.2 hingegen nicht erfu¨llt ( γ
α−β < θ2 − θ1),
die Rate des natu¨rlichen Abbaus β und damit auch ihr Beitrag γ zum Treibhaus-
gasbestand also sehr klein, so spielt der Unterschied in den Emissionskoeffizienten
wiederum die entscheidende Rolle und es kann auch zu einem Umschalten von
der CO2-intensiven zu der CO2-armen Ressource kommen. Im Extremfall der
kleinstmo¨glichen natu¨rlichen Abbaurate von β = γ = 0 erhielten wir exakt das
Modell von Chakravorty et al. (2008) und reproduzierten dementsprechend auch
dessen Ergebnis: Wenn der Treibhausgasbestand anfa¨nglich unterhalb der Ober-
grenze liegt, wird bei Knappheit der CO2-a¨rmeren Ressource zuna¨chst ein Teil
der CO2-intensiven Ressource genutzt (vgl. Chakravorty et al., 2008, Propositi-
on 1 (b), S. 1142), um nach einem raschen Aufbau des Treibhausgasbestands von
der gro¨ßeren natu¨rlichen Regeneration zu profitieren. In diesem Fall ka¨me es
durchaus zu einem Umschalten von der Ressource mit dem ho¨heren Emissions-
koeffizienten zu der mit dem niedrigeren. Dieses Ergebnis kann auf den Fall von
in Relation zum Unterschied in den Emissionskoeffizienten sehr kleine natu¨rliche
Abbauraten u¨bertragen werden, wo es also zu einem Umschalten von Kohle auf
Gashydrat kommen kann. Erst wenn der Einfluss hinreichend groß ist, kommt zu
der oben beschriebenen Reihenfolge, nach der zuerst das Gashydrat und dann die
Kohle abgebaut wird.
Die Ergebnisse dieses Abschnitts zeigen, dass die Einfu¨hrung des selbststa¨ndi-
gen Abbaus einer Ressource in ein Modell zur Nutzung zweier unterschiedlich
CO2-intensiver Ressourcen die Qualita¨t der optimalen Lo¨sung grundlegend a¨ndert.
In den folgenden Abschnitten wird gezeigt, welche Auswirkungen diese eindeuti-
ge Reihenfolge der Nutzung auf die Hotelling-Lo¨sung hat und welcher Form die
optimalen Pfade sind, falls die Obergrenze des Treibhausgasbestands zeitweise
zur bindenden Restriktion wird.
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5.3.2 Die Hotelling-Lo¨sung
Von der Hotelling-Lo¨sung wird im Folgenden immer dann gesprochen, wenn die
Lo¨sung die Eigenschaften des klassischen Ressourcen-Abbau-Modells von Hotel-
ling (1931) besitzt: Der Preis der Ressource, der aufgrund der nicht vorhandenen
Abbaukosten allein durch die Knappheitsrente bestimmt wird, steigt exponentiell
mit der Diskontrate an, bis er schließlich genau in dem Zeitpunkt den Preis der
alternativen Energiequelle erreicht, in dem der Bestand der Ressource aufgezehrt
ist. Ein derartiger Preisanstieg geht einher mit einem Ru¨ckgang des Angebots,
entsprechend sinken die Abbaumengen u¨ber die Zeit. Die Regulierung bezu¨glich
der maximal erlaubten akkumulierten Emissionen wird niemals zur aktiven Ne-
benbedingung, das heißt die Obergrenze wird nicht u¨berschritten und µ(t) = 0.
Wann immer der Schattenpreis der atmospha¨rischen Treibhausgase nicht mehr
relevant fu¨r die Lo¨sung ist, nachdem er vorher negativ gewesen ist, sprechen wir
von einer Hotelling-Phase, da alle Eigenschaften der Hotelling-Lo¨sung erfu¨llt sind.
Nicht vollsta¨ndig im Einklang mit dieser Definition wird daru¨ber hinaus auch im
Fall von Gashydraten von einer Hotelling-Lo¨sung oder einer Hotelling-Phase ge-
sprochen, falls hier die Regulierung nicht (mehr) bindet, obwohl in diesem Fall
der Preis nicht mit der Diskontrate ρ sondern mit der spezifischen Diskontrate
des Gashydrats, (β + ρ), ansteigt.
Derartige Hotelling-Phasen treten immer dann auf, wenn entweder die Abbau-
raten bereits so klein sind, dass der Treibhausgasbestand sinkt, nachdem er auf
dem maximalen Niveau gewesen ist, oder wenn die insgesamt zur Verfu¨gung ste-
henden Mengen so gering sind, dass trotz optimalen Abbaus nach der Hotelling-
Regel, die Obergrenze des Treibhausgasbestands niemals u¨berschritten wird. So
ko¨nnen die Hotelling-Mengen xH1 und x
H
2 als die maximalen Besta¨nde bestimmt
werden, die bei alleiniger Nutzung nur einer Ressource nach der Hotelling-Regel
abgebaut werden ko¨nnen, ohne dass das Ho¨chstmaß der akkumulierten Emissio-
nen y¯ u¨berschritten wu¨rde, jedoch in einem Punkt beru¨hrt wird. Diese maxi-
malen Besta¨nde sind negativ abha¨ngig von dem anfa¨nglichen Bestand an Treib-
hausgasen, jedoch positiv abha¨ngig von ihrem maximal erlaubten Niveau. Eine
gro¨ßere Hotelling-Menge xHi geht dabei jeweils mit einer geringeren anfa¨nglichen
Knappheitsrente λ0i einher.
Nehmen wir zuna¨chst an, es stu¨nde jeweils nur ein Ressourcenbestand zur
Verfu¨gung und der Bestand der Treibhausgase wa¨re anfa¨nglich bereits auf dem
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maximalen Niveau (y0 = y¯), so wu¨rden die Hotelling-Mengen x¯
H¯
i = x
H
i |y0=y¯ genau
in der Zeit abgebaut, in welcher der Energiepreis von pci auf cs ansteigt, so dass
λ0i = p
c
i ist. Bei einem anfa¨nglichen Bestand X
0
i , der gro¨ßer ist als die Hotelling-
Menge x¯H¯i , geht hingegen eine Phase des durch die Obergrenze beschra¨nkten
Abbaus voraus, die genau dann endet, wenn der Bestand auf x¯H¯i reduziert ist. In
diesem Fall ist die anfa¨ngliche Knappheitsrente kleiner als pci und die Differenz
zwischen dem Preis pci und der Knappheitsrente λi beru¨cksichtigt die Knappheit
der Atmospha¨re, −µθi. Ist hingegen der Treibhausgasbestand anfa¨nglich kleiner
als sein maximal erlaubtes Niveau (y0 < y¯), so kann eine strikt gro¨ßere Menge
xHi |y0<y¯ > x¯H¯i nach der Hotelling-Regel abgebaut und genutzt werden. Denn
die Hotelling-Mengen beinhaltet nun zusa¨tzliche Anfangsbesta¨nde, die genutzt
werden, um die akkumulierten Emissionen zuna¨chst bis auf y¯ zu erho¨hen.
Zu erwa¨hnen ist in diesem Zusammenhang die Auswirkung des selbststa¨ndi-
gen Abbaus auf die Hotelling-Mengen: Im Fall der Hotelling-Menge des Gashy-
drats xH1 ist klar, dass diese aufgrund des selbststa¨ndigen Abbaus kleiner ist, je
gro¨ßer die Rate des selbststa¨ndigen Abbaus β beziehungsweise der natu¨rlichen
Emissionen γ. Da zu jedem Zeitpunkt Emissionen aus dem Bestand der Hydrate
entweichen und damit den Bestand der Treibhausgase erho¨hen, bleibt weniger
Kapazita¨t fu¨r die Aufnahme der Emissionen aus der Nutzung der Ressource und
daher wird die Hotelling-Menge streng kleiner sein. Bei alleiniger Nutzung der
Kohle x2 ist entscheidend, ob sich auflo¨sende Gashydrate existieren, wenngleich
ohne Abbau, deren Emissionen zu beru¨cksichtigen sind. Auch hier verringert die
Existenz der natu¨rlichen Emissionen aus den Gashydraten die Hotelling-Menge
der Kohle xH2 .
Werden jedoch die beiden Ressourcen nicht isoliert betrachtet, sondern sollen
beide zur Energiegewinnung herangezogen werden, so werden diese nach den Pro-
positionen 5.1 und 5.2 nacheinander abgebaut: Zuna¨chst das Gashydrat, dann die
Kohle. Die anfa¨nglich vorhandenen Mengen X01 und X
0
2 entscheiden dabei u¨ber
Zeitpunkt des Umschaltens ts und den (Schatten-) Preis zu diesem Zeitpunkt λ
s.
Abbildung 5.1 zeigt vorrangig fu¨r den Fall y0 < y¯ die Entwicklung des Ener-
giepreises und des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands gerade der Hotelling-
Lo¨sung, in welcher der Treibhausgasbestand das maximale Niveau sowohl in der
Hydrat-Phase als auch in der Kohle-Phase jeweils exakt im Maximum erreicht.
Allerdings ist auch der Fall y0 = y¯ in den Abbildungen enthalten und durch die
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Abbildung 5.1: Preise und Treibhausgasbestand der Hotelling-Lo¨sung
zusa¨tzliche gestrichelte Ordinate zum Zeitpunkt t0, in dem die atmospha¨rischen
Treibhausgase in der Hydrat-Phase ihr Maximum haben, angedeutet. Bei Auf-
fassung dieses Zeitpunkts als Startzeitpunkt (t0 = 0) wa¨re der anfa¨ngliche Treib-
hausgasbestand y0 = y¯. Ab diesem Zeitpunkt t0 ist die Dynamik fu¨r beide Fa¨lle
von y0 ≤ y¯ (bei entsprechender Anpassung des Anfangsbestands des Gashydrats)
dieselbe, wie auch fu¨r Fa¨lle, in denen eine Phase des eingeschra¨nkten Abbaus
vor dem Zeitpunkt t0 liegt. Im linken Diagramm der Abbildung 5.1 beschreibt
die gestrichelte exponentiell ansteigende Kurve den Schattenpreis des Gashydrats
in situ, wa¨hrend der durchgezogene Pfad den Schattenpreis der Kohle darstellt.
Der kra¨ftig gezeichnete Pfad markiert dabei jeweils den Energiepreis, der in der
Hydrat-Phase dem Schattenpreis des Gashydrats, in der Kohle-Phase dem Schat-
tenpreis der Kohle und in der Solar-Phase den Grenzkosten der Herstellung der
Solarenergie entspricht.
Bei einem anfa¨nglichen Treibhausgasbestand y0 < y¯ wird dieser zuna¨chst
erho¨ht, bis im Zeitpunkt t0 das maximale Niveau fu¨r einen infinitesimalen Mo-
ment erreicht wird. Da zuna¨chst die CO2-arme Ressource genutzt wird und es im
Augenblick des Umschaltens auf die CO2-intensive Kohle, ts, zu einem Sprung
in den Emissionen pro genutzter Einheit Energie und aufgrund der Stetigkeit
der Preise auch zu einem Anstieg der Gesamtemissionen kommt, muss der Treib-
hausgasbestand vor dem Umschalten zuna¨chst fallen, bevor er zu Beginn der
Kohle-Phase wieder ansteigt. Wa¨hrenddessen entwickelt sich der Preis fu¨r Ener-
gie gema¨ß der Hotelling-Regel. In der ersten Phase steigt er ausgehend von λ01
exponentiell mit der Rate (β+ρ) bis er das kritische λscr zum Zeitpunkt ts erreicht.
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Anschließend steigt er mit der Rate ρ weiter, bis im Zeitpunkt T die beiden endli-
chen Ressourcen vollsta¨ndig aufgezehrt sind und nun auf Solarenergie umgestellt
wird.
Der Schattenpreis λscr ist insofern der kritische Preis, als dass er fu¨r den Fall
y0 = y¯ der kleinstmo¨gliche Umschaltpreis ist, mit dem eine Hotelling-Lo¨sung
realisiert wird. Jeder kleinere Preis λs wu¨rde unweigerlich dazu fu¨hren, dass die
Obergrenze der atmospha¨rischen Treibhausgase u¨berschritten wu¨rde. Ein klein-
erer Preis bra¨chte mit sich, dass die Kohle-Phase la¨nger andauern mu¨sste, also
gro¨ßere Mengen abgebaut und mehr Emissionen erzeugt wu¨rden. Es wu¨rde auch
bedeuten, dass der Preis in der ersten Phase geringer wa¨re. Die entsprechen-
den ho¨heren Abbauraten und gro¨ßeren Emissionen wu¨rden dazu fu¨hren, dass der
Treibhausgasbestand nicht stark genug fallen ko¨nnte, um eine Einhaltung der
Obergrenze zu garantieren. Ein λs > λscr wa¨re hingegen mo¨glich und wu¨rde mit
einer kleineren abzubauenden Menge Kohle einhergehen.
Die in Abbildung 5.1 dargestellt Zeitpfade fu¨r y0 = y¯ und y0 < y¯ entstehen
jeweils bei genau einer Kombination von Mengen der beiden endlichen Ressour-
cen, X¯01 und X¯
0
2 , die zu Beginn des Betrachtungszeitraums zur Verfu¨gung stehen.
Offensichtlich ist die Menge X¯02 , die in der Kohle-Phase der Hotelling-Lo¨sung ab-
gebaut werden kann, aufgrund der eindeutig festgelegten Abbaureihenfolge un-
abha¨ngig vom anfa¨nglichen Treibhausgasbestand. Lediglich die Hotelling-Menge
des Gashydrats X¯01 variiert. Sie ist im Fall y0 < y¯ – wie bereits erwa¨hnt – gro¨ßer.
Diese Zusammenha¨nge lassen sich auch aus Abbildung 5.2 ablesen, denn sie stellt
in einem Zwei-Mengen-Diagramm der anfa¨nglichen Ressourcenbesta¨nde X01 und
X02 dar, zu welcher Art der Lo¨sung es bei verschiedenen Kombinationen von An-
fangsbesta¨nden der beiden endlichen Ressourcen kommt. Sie zeigt zuna¨chst die
Hotelling-Regionen H¯ und H, die jeweils fu¨r y0 = y¯ beziehungsweise fu¨r y0 < y¯
gelten. Diese Hotelling-Regionen umfassen jeweils all jene Kombinationen von
Anfangsbesta¨nden (X01 , X
0
2 )|y0 , die zu einer Hotelling-Lo¨sung fu¨hren, und lassen
Ru¨ckschlu¨sse fu¨r Punkte außerhalb dieser Regionen zu.
Bevor die beiden Hotelling-Regionen sowie die sie begrenzenden Kurven im
Detail erla¨utert werden, sei zur Orientierung kurz der Zusammenhang mit den
Zeitpfaden der Abbildung 5.1 vorangestellt. Jene Zeitpfade setzen eine Kombi-
nation von Anfangsbesta¨nden voraus, die fu¨r den Fall y0 < y¯ genau im Punkt D
liegt, na¨mlich (X¯01,D, X¯
0
2 ). Ausgehend vom Punkt D im Zeitpunkt t = 0 bewirkt
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Abbildung 5.2: Hotelling-Regionen H¯ (fu¨r y0 = y¯) und H (fu¨r y0 < y¯) im X1-X2-Raum
der Abbau des Gashydrats eine waagerechte Bewegung nach links im X1-X2-
Diagramm. Bei konstante gehaltenem Kohlebestand wird im Zeitpunkt t0, in dem
yt = y¯, der Punkt A (X¯
0
1,A, X¯
0
2 ) erreicht. (Dies wa¨re somit auch der Startpunkt
fu¨r die Hotelling-Lo¨sung fu¨r den Fall y0 = y¯.) Zum Zeitpunkt ts ist schließlich
das Gashydrat vollsta¨ndig aufgezehrt und es kommt zum Umschalten auf die
Nutzung der Kohle (Punkt (0, X¯02 ) im X1-X2-Diagramm). Der Pfad verla¨uft nun
senkrecht fallend, entlang der Ordinate des X1-X2-Diagramms. Im Zeitpunkt t1,
in dem der Treibhausgasbestand erneut das maximale Niveau beru¨hrt, wird der
Punkt C, (0, x¯H¯2 ), erreicht, der genau der zu Beginn dieses Abschnitts definier-
ten Hotelling-Menge x¯H¯2 bei ausschließlicher Nutzung von Kohle und Abwesenheit
des Gashydrats sowie anfa¨nglich maximalem Treibhausgasbestand entspricht. Zu-
letzt erreicht der Pfad im Zeitpunkt T den Ursprung (0, 0), wenn beide Besta¨nde
vollsta¨ndig genutzt wurden.
Zur weiteren Erla¨uterung der Abbildung wird nun die Hotelling-Region H¯
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fu¨r den Fall eines anfa¨nglich bereits maximalen Treibhausgasbestands (y0 = y¯)
betrachtet. Sie ist durch die Punkte 0CAB begrenzt und umfasst alle Kombi-
nationen anfa¨nglicher Ressourcenbesta¨nde (X01 , X
0
2 ), die einen Abbau in der be-
kannten Reihenfolge nach der Hotelling-Regel ermo¨glichen. Wie bereits erla¨utert
wurde, ko¨nnte bei alleiniger Nutzung der Kohle und Vernachla¨ssigung des Gas-
hydrats genau die Hotelling-Menge x¯H¯2 (Punkt C) in dieser Art genutzt werden.
Ist im Gegensatz zu diesem Punkt C nun ein geringer Bestand von Gashydrat
vorhanden, der vorab abgebaut wird, so fu¨hrt diese Hydrat-Phase aufgrund der
geringeren CO2-Emissionen zuna¨chst zu einem Ru¨ckgang des Treibhausgasbe-
stands, so dass die Ausgangssituation fu¨r die anschließende Kohle-Phase nicht
mehr y0 = y¯ sondern nun yts < y¯ lautet. Somit kann ein geringfu¨gig gro¨ßerer Be-
stand der Kohle konsumiert werden, um das maximale Niveau der Treibhausgase
wa¨hrend der Kohle-Phase im Maximum zu erreichen. Aus diesem Grund verla¨uft
die Begrenzung der Hotelling-Region fu¨r geringe Besta¨nde Gashydrat als vom
Punkt C zum Punkt A hin ansteigende Kurve. Je mehr Gashydrat vorhanden
ist, desto sta¨rker kann der Bestand an Treibhausgasen von y¯ kommend in der
ersten Phase abfallen und desto gro¨ßer der Bestand der CO2-intensiven Kohle,
der in der zweiten Phase genutzt werden kann. Kombinationen von Anfangs-
besta¨nden (X01 , X
0
2 ), die oberhalb beziehungsweise links dieser Kurve CA liegen,
wu¨rden ohne Beru¨cksichtigung der Restriktion durch die Obergrenze zu einem
U¨berschreiten des maximalen Niveaus y¯ wa¨hrend der zweiten, der Kohle-Phase
fu¨hren. Dieser positive Zusammenhang ist jedoch nach oben hin begrenzt. Im
Punkt A ist die maximale Kombination von Anfangsbesta¨nden (X01 , X
0
2 ) erreicht,
die nach der Hotelling-Regel abgebaut werden ko¨nnen. Diese Kombination geht
mit dem bereits erwa¨hnten kritischen Umschaltpreis λscr einher und beinhaltet
den maximalen Kohlebestand X¯02 , der nach der Hotelling-Regel abgebaut werden
kann, wenn die Treibhausgase zuvor auf dem maximalen Niveau gewesen sind.
Ist die anfa¨ngliche Menge Gashydrat gro¨ßer als im Punkt A, also X01 > X¯
0
1,A, so
wu¨rde bei konstant gehaltenem Bestand an Kohle auch der Umschaltpreis gleich
bleiben, so dass die anfa¨ngliche Knappheitsrente λ01 kleiner wa¨re. Dies wu¨rde zu
gro¨ßeren anfa¨nglichen Abbauraten und damit auch Emissionen fu¨hren, so dass
es unmo¨glich wu¨rde, nach der Hotelling-Regel abzubauen und gleichzeitig das
maximale Niveau der atmospha¨rischen Treibhausgase nicht zu u¨berschreiten. Die
Kurve AB im Diagramm spiegelt diesen Zusammenhang wider. Sie verla¨uft vom
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Punkt A zum Punkt B hin abfallend und markiert die hinsichtlich einer Ver-
letzung der Obergrenze wa¨hrend der Hydrat-Phase kritischen Kombinationen.
Um ein U¨berschreiten des maximalen Niveaus wa¨hrend der Hydrat-Phase zu
vermeiden, mu¨ssen bei einem steigenden Gashydratbestand X01 die anfa¨nglichen
Emissionsraten dennoch hinreichend klein sein, bewirkt durch kleine Abbauraten
beziehungsweise einen großen Schattenpreis, so dass der Umschaltpreis λs eben-
falls den kritischen Wert λscr u¨bertrifft. So bleibt anschließend weniger Zeit fu¨r die
Nutzung der Kohle nach der Hotelling-Regel, so dass der anfa¨nglich vorhandene
Bestand an Kohle X02 , der einen in Verbindung mit einem steigenden Bestand
an Gashydrat nach der Hotelling-Regel abgebaut werden kann, zuru¨ckgeht. Pro
zusa¨tzlicher Einheit Gashydrat muss dabei aufgrund des natu¨rlichen Abbaus des
Gashydrats mehr als eine Einheit Kohle eingespart werden. Aus diesem Grund
ist die Steigung der Kurve AB kleiner als −1. Im Punkt B ist wiederum die
Hotelling-Menge des Gashydrats x¯H¯1 zu erkennen, die bei alleiniger Nutzung des
Gashydrats zutrifft.
Es seien nun auch anfa¨ngliche Treibhausgasbesta¨nde y0 < y¯ in die U¨berlegun-
gen einbezogen. Wie bereits erwa¨hnt wurde, muss die dazugeho¨rige Hotelling-
Region H, begrenzt durch die Punkte 0EDF , strikt gro¨ßer sein als im soeben
betrachteten Fall von y0 = y¯, da zusa¨tzliche Emissionen akkumuliert werden
ko¨nnen, bevor die Obergrenze erreicht wird. Wie bereits im Zusammenhang mit
Abbildung 5.1 diskutiert wurde, ist der Kohlebestand X¯02 der Hotelling-Lo¨sung,
der maximal abgebaut werden kann, nachdem in der Hydrat-Phase das maxima-
le Niveau erreicht wurde, in beiden Fa¨llen derselbe, unabha¨ngig davon, ob der
anfa¨ngliche Treibhausgasbestand bereits an der Obergrenze ist (y0 = y¯, Punkt
A) oder ob diese im Laufe der ersten Phase beru¨hrt wird (y0 < y¯, Punkt D).
Dementsprechend ist der kritische Preis des Umschaltens λscr ebenfalls fu¨r bei-
de Mo¨glichkeiten des anfa¨nglichen Treibhausgasbestands derselbe. Wie bereits
ausgefu¨hrt wurde, markiert Punkt D in Abbildung 5.2 den in Abbildung 5.1 dar-
gestellten, bereits beschriebenen Fall mit y0 < y¯. (Dies wu¨rde dem Startzeitpunkt
t = 0 entsprechen.) Auch hat Abbildung 5.1 gezeigt, dass die Zeitpfade fu¨r beide
Fa¨lle ab dem Zeitpunkt t0, da das maximale Niveau der Treibhausgase in der ers-
ten Phasen verlassen wird, dieselben sind. Daher ist auch die maximale Menge,
die in der Kohle-Phase nach der Hotelling-Regel abgebaut werden kann, nachdem
in der ersten Phase das maximale Niveau der Treibhausgase y¯ erreicht wurde, die-
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selbe wie im Fall eines anfa¨nglichen Treibhausgasbestands auf dem maximalen
Niveau. Unterschiede bestehen hier lediglich in der wa¨hrend der ersten Phase zu
konsumierenden Menge an Gashydrat.
Die Kurve ED stellt (wie die Kurve CA im Fall y0 = y¯) nun fu¨r den Fall
y0 < y¯ all jene Anfangsbesta¨nde dar, die bei einem Abbau nach der Hotelling-
Regel dazu fu¨hren, dass der maximal zula¨ssige Treibhausgasbestand wa¨hrend der
zweiten, der Kohle-Phase beru¨hrt wird. Auffa¨llig ist zuna¨chst der im Gegensatz
zur Kurve CA in X01 fallende Verlauf der Kurve ED, der in dem anfa¨nglich klei-
nen Treibhausgasbestand y0 < y¯ begru¨ndet liegt. Ist ausgehend vom Punkt E,
in dem die bereits besprochene Hotelling-Menge xH2 |y0<y¯ der Kohle vorliegt, ein
geringfu¨gig gro¨ßerer Bestand an Gashydrat vorhanden, so erho¨ht die vorgelager-
te Nutzung dieses Bestands den Treibhausgasbestand gegenu¨ber y0, so dass zu
Beginn der Kohle-Phase sowohl yts > y0 als auch λ
s > λ02 gelten. Daher kann in
der nachgelagerten Kohle-Phase nur ein kleinerer Bestand der Kohle abgebaut
werden, um die Obergrenze der Treibhausgase nicht zu u¨berschreiten. Das maxi-
male Niveau der Treibhausgase y¯ wird jedoch wa¨hrend der Hydrat-Phase nicht
erreicht, die daher als unkritisch bezeichnet werden kann. Erst im Punkt D ist der
Hydrat-Bestand hinreichend groß, so dass die Obergrenze der Treibhausgase in
der ersten Phase (wie auch in der zweiten Phase) beru¨hrt wird.25 In Punkt D wird
also der Bestand an Gashydrat zur kritischen Gro¨ße, welche die Hotelling-Region
begrenzt.
Die Kurve DF , das Analogon der Kurve AB des Falls y0 = y¯, markiert fu¨r
den Fall y0 < y¯ wiederum all jene Kombinationen von Anfangsbesta¨nden, die
zu einer Beru¨hrung der Obergrenze der Treibhausgase wa¨hrend der ersten, der
Hydrat-Phase fu¨hren, wohingegen die Kohle-Phase nun unkritisch ist. Auch hier
gilt ein negativer Zusammenhang, denn liegt ausgehend vom Punkt D eine gro¨ße-
re Menge Gashydrat vor, so ko¨nnen dennoch die anfa¨nglichen Abbauraten nicht
erho¨ht werden, da dies zu einem U¨berschreiten des maximal zula¨ssigen Nive-
aus der Treibhausgase fu¨hren wu¨rde. Somit fu¨hrt der gro¨ßere Anfangsbestand
Gashydrat X01 zu einer la¨ngeren Nutzungsdauer des Gashydrats, so dass der Um-
schaltpreis ansteigt (λs > λscr) und somit weniger Zeit bleibt, den Kohlebestand
25La¨ge der anfa¨ngliche Treibhausgasbestand y0 nur knapp unter dessen maximalen Niveau
y¯, so verliefe die Kurve ED umgekehrt u-fo¨rmig. Fu¨r kleine Besta¨nde Gashydrat wu¨rde dann
aufgrund kleiner Abbauraten in der ersten Phase gelten, dass der Treibhausgasbestand ebenfalls
sinkt und somit bei weniger vorhandenem X01 wiederum auch weniger Kohle X
0
2 abgebaut
werden kann.
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nach der Hotelling-Regel abzubauen, der somit zuru¨ckgeht. (Gemeint ist der Zeit-
raum, in dem der Schattenpreis der Kohle von λs auf cs ansteigt.) Im U¨brigen
verla¨uft die Kurve DF etwas steiler als die zuvor besprochene Kurve AB, denn
eine Erho¨hung des bereits gro¨ßeren Bestands an Gashydrat X01 um eine Einheit
la¨sst aufgrund der gro¨ßeren natu¨rlichen Emissionen den mo¨glichen Verbrauch von
Kohle x2 sta¨rker zuru¨ckgehen also im Fall y0 = y¯.
Aufbauend auf den ausfu¨hrlichen Erkla¨rungen dieses Abschnitts 5.3.2 zu den
Hotelling-Regionen und ihrer Darstellung im Zwei-Mengen-Diagramm (Abbil-
dung 5.2) ko¨nnen im folgenden Abschnitt 5.3.3 nun die optimalen Lo¨sungen fu¨r
Anfangsbesta¨nde außerhalb dieser Hotelling-Regionen vorgestellt werden.
5.3.3 Optimale Pfade verschiedener Anfangsbedingungen
Anhand der Darstellung der Hotelling-Regionen in Abbildung 5.2 la¨sst sich nun
auch eine Bereichseinteilung fu¨r Anfangsbesta¨nde vornehmen, die außerhalb der
beschriebenen Hotelling-Regionen liegen. Diese Einteilung soll im Folgenden fu¨r
den Fall eines anfa¨nglichen Treibhausgasbestands unterhalb des maximalen Ni-
veaus geschehen, bevor anschließend die optimalen Pfade fu¨r Anfangsbesta¨nde in
diesen Regionen analysiert werden.
Die Kurve DF wie auch ihre Verla¨ngerung DG in Abbildung 5.2 stellt dabei
eine Trennungslinie dar. Rechts der Kurve ist Hydrat
”
reichlich“ oder
”
im U¨ber-
fluss“ vorhanden, das heißt ohne die Beru¨cksichtigung der Regulierung durch die
Obergrenze wu¨rde diese im Falle eines Abbaus nach der Hotelling-Regel wa¨hrend
der Hydrat-Phase u¨berschritten. Somit kommt es im Laufe der Hydrat-Phase zu
einem Zeitraum, in dem die Restriktion bezu¨glich der maximal erlaubten akku-
mulierten Emissionen (5.4) zur bindenden Nebenbedingung wird. Dabei ist zu
unterscheiden zwischen Kombinationen von Anfangsbesta¨nden in Region I und
in Region III. In Region I, die begrenzt ist durch den kritischen Kohlebestand
X¯02 , ist Kohle knapp, so dass sie vollsta¨ndig nach der Hotelling-Regel abgebaut
werden kann, die Obergrenze der atmospha¨rischen Treibhausgase also ausschließ-
lich in der Hydrat-Phase erreicht wird. Steht fu¨r die zweite Phase mehr als die
kritische Menge X¯02 zur Verfu¨gung, so ist auch die Kohle reichlich vorhanden,
so dass auch wa¨hrend des Kohleabbaus die Nebenbedingung bezu¨glich des maxi-
malen Treibhausgasbestands (5.4) u¨ber einen positiven Zeitraum bindet (Region
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III).26 Links der Trennungslinie GF kann Hydrat als knapp bezeichnet werden,
das heißt, es kann nach der Hotelling-Regel abgebaut werden, ohne dass in der
Hydrat-Phase das maximale Niveau erreicht wu¨rde. Weiterhin ist oberhalb der
Kurve ED, in der Region II, Kohle reichlich vorhanden, so dass ohne Regulierung
das maximal erwu¨nschte Niveau wa¨hrend der Kohle-Phase u¨berschritten wu¨rde.
Somit beinhaltet Region II alle Kombinationen von Anfangsbesta¨nden, die dazu
fu¨hren, dass wa¨hrend der Kohle-Phase ein Zeitraum existiert, in dem der Treib-
hausgasbestand auf dem maximalen Niveau gehalten wird, wa¨hrend dies in der
Hydrat-Phase nicht vorkommt.
Aufbauend auf diesen U¨berlegungen zur Bereichseinteilung sollen nun fu¨r An-
fangsbesta¨nde der beiden Ressourcen in diesen drei Regionen jeweils die optima-
len Zeitpfade der Preise, des Treibhausgasbestands (ausgehend von y0 < y¯) sowie
der Abbauraten vorgestellt werden. Das Hauptaugenmerk liegt dabei jeweils auf
dem oberen Diagramm der folgenden drei Abbildungen 5.3 bis 5.5, welches den
Verlauf der Preise u¨ber die Zeit darstellt. Der resultierende (Schatten-) Preis fu¨r
Energie pi(t) ist dabei jeweils kra¨ftig markiert. Die Schattenwerte des Gashydrats
in situ λ1(t) und der Kohle in situ λ2(t), die zeitweise allein den Preis bestim-
men, sind jeweils explizit eingezeichnet. Der Schattenwert der Treibhausgase in
der Atmospha¨re kann hingegen indirekt als die Differenz zwischen dem Preis fu¨r
Energie pi(t) und dem Schattenwert der Ressource λi(t) abgelesen werden, die je-
weils −θiµ(t) betra¨gt. Erga¨nzend sind durch die unteren zwei Diagramme jeweils
die Zeitpfade des atmospha¨rischen Treibhausgasbestands und der Abbauraten
dargestellt. Die Verla¨ufe der Ressourcenbesta¨nde sind hingegen nicht extra abge-
bildet, da sich ihre Darstellung in allen drei Fa¨llen gleichen wu¨rde und zuna¨chst
das Hydrat im Zeitraum t ∈ [0, ts) und dann die Kohle in t ∈ [ts, T ) vollsta¨ndig
genutzt wu¨rde.
Abbildung 5.3 zeigt die optimalen Zeitpfade bei einer Kombination der An-
fangsbesta¨nde (X01 , X
0
2 ), die in der Region I der Abbildung 5.2, in der Hydrat
reichlich, Kohle jedoch knapp vorhanden ist. Der Treibhausgasbestand erreicht
hier das maximale Niveau wa¨hrend der Hydrat-Phase und wird u¨ber einen positi-
ven Zeitraum t ∈ (tc, tH) konstant an der Obergrenze gehalten. Ab dem Zeitpunkt
26Beide Regionen (I und III) sind außerdem hinsichtlich des Bestandes des Gashydrats nach
oben durch eine maximale Menge begrenzt. Wie im vorherigen Kapitel diskutiert, werden die
natu¨rlichen Emissionen bei einem U¨berschreiten dieser Menge zu groß als dass die Obergrenze
gehalten werden ko¨nnte (vgl. Ausfu¨hrungen im Abschnitt 4.2.1).
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Abbildung 5.3: Zeitpfade bei Start in Region I: Hydrat reichlich, Kohle knapp.
tH entspricht die optimale Lo¨sung dann der Hotelling-Lo¨sung, in der es bei stets
sinkender atmospha¨rischer Konzentration der Treibhausgase zum Zeitpunkt ts
zum Umschalten von Hydrat auf Kohle kommt. Der Schattenwert der Emissio-
nen µ(t) weist den typischen, in Abschnitt 5.2.2 beschriebenen Verlauf auf. Er ist
dann µ(t) = 0 fu¨r alle t ≥ tH , nachdem er zuna¨chst bis tc exponentiell gesunken,
also betragsma¨ßig exponentiell gestiegen, und dann bis tH wieder angestiegen,
betragsma¨ßig gesunken, ist.
Betrachten wir nun die Darstellung der Preise im oberen Diagramm der Abbil-
dung 5.3, beginnend mit der letzten Phase: In dieser abschließenden Solar-Phase
ab dem Zeitpunkt T ist – wie u¨blich – bei konstanter Nutzung dieser alternativen
Energieform der Preis konstant gleich den Grenzkosten der Bereitstellung dieser
Energie, cs. In der davor liegenden Kohle-Phase, die vollsta¨ndig in der Hotelling-
Phase liegt, ist das maximale Niveau der atmospha¨rischen Treibhausgase bereits
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verlassen und wird auch nicht mehr erreicht. Der Preis ist hier ausschließlich
durch den Schattenwert der Kohle in situ λ2(t) bestimmt und steigt exponentiell
mit der Rate ρ an. Auch der letzte Teil der Hydrat-Phase, ab dem Zeitpunkt tH ,
in dem das maximale Niveau verlassen wurde, ist bereits Teil der Hotelling-Phase,
der Schattenwert der Emissionen ist hier µ(t) = 0. Der Preis steigt also ab dem
Zeitpunkt tH exponentiell an, zuna¨chst noch mit der spezifischen Diskontrate des
Hydrats (β + ρ), dann weiter mit der Diskontrate ρ.
Vor dem Verlassen des maximalen Niveaus ist jedoch der Schattenwert der
Emissionen als mit dem Emissionskoeffizienten gewichteter Aufschlag auf die
Knappheitsrenten der Ressourcen λi(t) in den Preis pi(t) mit einzubeziehen. Die-
ser verschwindet erst, wenn die Knappheit der Atmospha¨re keine Rolle mehr spielt
(µ(t) = 0). So la¨sst sich aus der Abbildung erkennen, dass ein mo¨glicher Koh-
lepreis p2(t) = λ2(t) − θ2µ(t) wa¨hrend der Hydrat-Phase durchweg gro¨ßer wa¨re
als der Hydratpreis p1(t) und dass somit kein Anreiz besteht in diesem Zeitraum
bereits die Kohle zu nutzen. Auch verla¨uft der Schattenwert des Hydrats in situ
λ1(t) nicht exponentiell ansteigend solange µ(t) 6= 0, sondern sein Verlauf ist fu¨r
t ∈ (0, tc] durch die Gleichung (5.18) beschrieben beziehungsweise fu¨r t ∈ (tc, tH)
durch den beschra¨nkten Abbau festgelegt. Es zeigt sich auch hier, dass der Schat-
tenwert des Hydrats aufgrund der Wirkung des natu¨rlichen Abbaus des Hydrats
auf den Treibhausgasbestand anfa¨nglich sogar negativ ist und dass er erst ab
dem Zeitpunkt tH den typischen exponentiellen Verlauf annimmt. Zuletzt stellen
wir fest, dass auch in diesem Modell mit zwei zur Verfu¨gung stehenden endli-
chen Ressourcen wa¨hrend des Zeitraums des maximalen Treibhausgasbestands
wie schon im vorigen Kapitel 4 die Abbauraten monoton ansteigen, wa¨hrend der
Energiepreis aufgrund der betragsma¨ßig zuru¨ckgehenden Knappheit der Atmo-
spha¨re sinkt und der Treibhausgasbestand konstant gehalten wird.
Abbildung 5.4 zeigt die optimalen Zeitpfade der Preise, des Treibhausgasbe-
stands und des Abbaus fu¨r Anfangsbesta¨nde in Region II der Abbildung 5.2,
also den Fall reichlich verfu¨gbarer Kohle und einer knappen Menge Hydrats, die
dennoch zuerst abgebaut wird. Da jedoch in der darauf folgenden Kohle-Phase
die Beschra¨nkung durch die Obergrenze noch bindet, wird in dieser anfa¨ngli-
chen Hydrat-Phase nicht nach der Hotelling-Regel abgebaut, sondern im Preis
p1(t) = λ1(t)−θ1µ(t) ist auch die ansteigende Knappheit der Atmospha¨re beru¨ck-
sichtigt. Dabei wu¨rde auch hier der Schattenwert des Hydrats λ1(t) erst ab dem
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Abbildung 5.4: Zeitpfade bei Start in Region II: Hydrat knapp, Kohle reichlich.
Zeitpunkt tH , zu dem das Hydrat jedoch bereits vollsta¨ndig erscho¨pft ist, expo-
nentiell mit der Rate (β + ρ) ansteigen.
Nach dem Umschalten auf die Nutzung der Kohle, das bereits bei einem Treib-
hausgasbestand unterhalb der Obergrenze yts < y¯ erfolgt, wird dieser weiter
erho¨ht, bis im Zeitpunkt tc die Obergrenze erreicht ist. Da das Hydrat zu diesem
Zeitpunkt bereits nicht mehr vorhanden ist und somit keine natu¨rlichen Emis-
sionen mehr abgibt, verlaufen sowohl der Preis fu¨r Energie p2(t) als auch die
Abbaumenge in der Phase der bindenden Obergrenze (t ∈ (tc, tH)) konstant, be-
vor im Zeitpunkt tH der Treibhausgasbestand wieder unter das maximale Niveau
fa¨llt und die abschließende Hotelling-Phase fu¨r t ∈ (tH , T ) beginnt. Auch hier
wird wiederum aus der oberen Graphik deutlich, dass bis zum Zeitpunkt ts der
Preis der Nutzung des Hydrats kleiner ist als jener der Kohle, dass bis zum Zeit-
punkt tH die resultierenden Schattenpreise beider Ressourcen pi(t) u¨ber ihrem
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Abbildung 5.5: Zeitpfade bei Start in Region III: Hydrat und Kohle reichlich.
Schattenwert λi(t) liegen und dass der Schattenwert des Hydrats λ1(t) keinen
exponentiellen Anstieg aufweist.
Um das Bild zu komplettieren zeigt Abbildung 5.5 optimale Zeitpfade fu¨r eine
Kombination von Anfangsbesta¨nden, die in Region III liegt, so dass sowohl das
Gashydrat als auch die Kohle reichlich vorhanden sind. Die Obergrenze des Treib-
hausgasbestands (5.4) wird sowohl in der Kohle- als auch in der Hydrat-Phase
zur bindenden Nebenbedingung. Zwischen diesen beiden Phasen liegt allerdings
ein Phase, in der das maximale Niveau der atmospha¨rischen Treibhausgase ver-
lassen wird und die Atmospha¨re sich leicht erholt (t ∈ (tv, ts)), bevor es zum
Umschalten auf die Nutzung der Kohle kommt, welche den Treibhausgasbestand
wieder ansteigen la¨sst.
Interessant ist auch der nicht-monotone Verlauf des Schattenpreises der Emis-
sionen, der aus dem oberen Schaubild indirekt erkennbar ist. Das negative µ(t)
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sinkt zuna¨chst exponentiell (beziehungsweise steigt betragsma¨ßig exponentiell
an), steigt daraufhin an, solange der Abbau beschra¨nkt ist, sinkt zwischen den
Zeitpunkten tv, in dem das maximale Niveau erstmalig verlassen wird, und t
2
c , in
dem die Obergrenze zum zweiten Mal erreicht wird, um dann in der zweiten Pha-
se der bindenden Obergrenze anzusteigen, bis es im Zeitpunkt tH verschwindet
(µ(tH) = 0). Die Abbauraten dieser optimalen Lo¨sung spiegeln die beiden be-
kannten Elemente der zwei zuvor vorgestellten Lo¨sungen wieder. Zuna¨chst wird
mit anfa¨nglich sehr hohen, dann schnell abnehmenden Abbauraten der Treib-
hausgasbestand rasch bis auf das maximale Niveau erho¨ht. Es folgt ein Anstieg
der Abbauraten in der ersten Phase beschra¨nkten Abbaus, t ∈ (t1c , tv), wa¨hrend
in der zweiten dieser Phasen, t ∈ (t2c , tH), die Abbauraten konstant gehalten wer-
den. In der anschließenden Hotelling-Phase t ∈ (tH , T ) wird der u¨brige Bestand
der Kohle vollsta¨ndig genutzt und der Energiepreis ist durch die Knappheitsren-
te der Kohle bestimmt, die exponentiell ansteigt, bis im Zeitpunkt T der Preis
der Solarenergie cs erreicht wird. In der letzten Phases t > T wird die Menge
s¯ = U ′−1(cs) der Solarenergie konsumiert.
Hinsichtlich der Durchsetzbarkeit der bis zu diesem Punkt beschriebenen ge-
sellschaftlich optimalen Lo¨sung in einer dezentralisierten O¨konomie la¨sst sich fest-
stellen, dass fu¨r Firmen, die das Ziel der Gewinnmaximierung verfolgen, zuna¨chst
kein Anreiz besteht, die gewu¨nschte Obergrenze der aggregierten Treibhausgas-
emissionen einzuhalten. Insbesondere bei mehreren Akteuren auf dem Energie-
markt wa¨re es nicht rational die Obergrenze einzuhalten, sondern die Hotelling-
Lo¨sung wu¨rde realisiert. Um die gesellschaftlich optimale Allokation durchzuset-
zen, bedarf es daher einer Steuer, die dazu fu¨hrt, dass die Firmen die Obergrenze
aus ihrem eigenen Interesse einhalten. Da es im Gegensatz zu dem Modell, das
in Kapitel 3 vorgestellt wurde, in dem vorliegenden Modell keine zweite Exter-
nalita¨t (in Form von Scha¨den aufgrund geologischer Risiken) zu beru¨cksichtigen
gilt, liegt die Vermutung nahe, dass dies durch die u¨bliche Steuer auf den CO2-
Ausstoß in Ho¨he des Negativen des optimalen Schattenwerts der atmospha¨ri-
schen Treibhausgase zu erreichen ist. Diese Steuer mu¨sste allerdings nicht nur
auf die CO2-Emissionen sondern auch auf das CO2-A¨quivalent der natu¨rlichen
CH4-Emissionen aus dem Gashydratbestand erhoben werden und wa¨re in diesem
Fall vom privaten Besitzer des Bestands der Gashydrate zu entrichten. Dass ei-
ne derartig ausgestaltete Steuer zur Realisierung der gesellschaftlich optimalen
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Abbaupfade in der dezentralen Lo¨sung fu¨hrt, wird der Vollsta¨ndigkeit halber in
Anhang C.3 kurz gezeigt.
5.4 Abschließende Bemerkungen
Die Analyse in diesem Kapitel zeigt, dass bereits die Beru¨cksichtigung nur ei-
ner Eigenschaft des Gashydrats in einem erweiterten Hotelling-Modell mit zwei
heterogen verschmutzenden Ressourcen die optimale Lo¨sung des Problems im
Vergleich zum Modell ohne diese Eigenschaft qualitativ vera¨ndert. Durch die
Beru¨cksichtigung des selbststa¨ndigen Abbaus des Gashydrats erha¨lt dieses eine
spezifische Diskontrate, die gro¨ßer als die der Kohle ist und dazu fu¨hrt, dass op-
timalerweise der Bestand des Gashydrats zuerst vollsta¨ndig genutzt wird, und
die simultane Nutzung beider Ressourcen ausschließt. Die Unterschiede in den
Emissionskoeffizienten spielen an dieser Stelle hingegen eine untergeordnete Rol-
le. Fu¨r die praktische Energiepolitik wu¨rde dies bedeuten, dass Gashydrat – so
eine sichere Technologie zu seinem Abbau existiert und der Beschluss zur Nut-
zung dieser unkonventionellen Energiequelle feststeht – zuerst genutzt werden
sollte, da es anderenfalls Gefahr la¨uft, ungenutzt verloren zu gehen.
Damit das Modell analytisch handhabbar bleibt, wurde mit Chakravorty et al.
(2008) ein Modell als Basis gewa¨hlt, das als Hotelling-Modell ohne Beru¨cksich-
tigung jeglicher Kosten oder sonstiger bestandsabha¨ngiger Effekte ein denkbar
einfaches ist und kritisiert werden kann, obschon diese Art der Modellierung
weiterhin durchaus u¨blich ist. Die damit einhergehenden Abstriche hinsichtlich
der Modellierung des Energiemarktes, wie die homogenen Kosten von null, die
vollkommen unelastische Form der umweltpolitischen Regulierung oder auch die
Annahme einer konstanten Nachfrage, wurden bewusst in Kauf genommen, um
erste Einsichten bezu¨glich der Wirkung des selbststa¨ndigen Abbaus zu bekom-
men. Leider fu¨hrt bereits die Hinzunahme von konstanten Grenzkosten unter der
Annahme, dass die Abbaukosten von Gashydrat ho¨her sind als die der Kohle, da-
zu, dass das anschauliche Ergebnis einer festen Abbaureihenfolge nicht gehalten
werden kann. Das Modell wu¨rde sich durch diese einfache Hinzunahme derart ver-
komplizieren, dass die optimale Lo¨sung durch das Zusammenspiel verschiedener
Parameter, vor allem der Differenz in den Abbaukosten der beiden Ressourcen,
den Emissionskoeffizienten sowie den Anfangsbesta¨nden, bestimmt ist. Schon ein
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solches noch recht einfach erscheinendes Modell wa¨re fu¨r eine analytische Lo¨sung
nicht trivial.
Auch hinsichtlich des Gashydrats wurde mit dem selbststa¨ndigen Abbau β
nur diejenige Eigenschaft modelliert, die fu¨r eine rasche Nutzung des Bestands
spricht. Die Hinzunahme des bestandsabha¨ngigen Schadens, der tendenziell ge-
gen eine Nutzung spricht, wu¨rde hier das Modell komplett vera¨ndern, da wir die
”
Hotelling-Welt“ verlassen wu¨rden und nicht mehr automatisch beide Besta¨nde
vollsta¨ndig genutzt wu¨rden. Die durchaus interessante Frage nach der Balance
zwischen Schaden und Nutzen dieser beiden Eigenschaften im Kontext mehrerer
zur Verfu¨gung stehender Ressourcen muss daher an dieser Stelle leider unbe-
antwortet bleiben. Nichtsdestotrotz hat das betrachtete Modell durchaus seine
Berechtigung, denn es soll – trotz seines Potentials fu¨r Verfeinerungen der Mo-
dellierung – als ein erster Beitrag zum Versta¨ndnis der Rolle von Gashydraten in
einem Abbau-Modell verschiedener Ressourcen verstanden werden.
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In dieser Arbeit wurden die o¨konomischen Implikationen der unkonventionellen
Energiequelle Gas- oder Methanhydrat aus verschiedenen Blickwinkeln unter-
sucht. Mithilfe des Kapitels 2 wurde zuna¨chst in die Problematik der Ausbeutung
von Methanhydraten eingefu¨hrt, deren Besonderheit dargestellt und ero¨rtert,
warum eine o¨konomische Analyse u¨ber die Standardanalyse erscho¨pfbarer Res-
sourcen hinausgeht und daher vielversprechend ist. Es folgten drei theoretische
Modelle, die auf dem Gebiet der Ressourceno¨konomik im Spannungsfeld zwi-
schen der Endlichkeit fossiler Brennstoffe und der negativen Externalita¨ten ihrer
Nutzung anzusiedeln sind. Dazu wurden zuna¨chst die wesentlichen Charakteristi-
ka der Gashydrate, die sie von herko¨mmlichen fossilen Energietra¨gern abgrenzen,
modelliert, um einen Einblick in etwaige Abweichungen der optimalen Abbaustra-
tegien von den bekannten Strategien traditioneller Energien zu bekommen. Diese
Charakteristika bestehen zum einen in einem natu¨rlichen Abbau des Gashydrats,
der zu einer Freisetzung von CH4 in die Atmospha¨re fu¨hrt, zum anderen in ei-
nem durch erho¨hte geologische Risiken erwarteten gesellschaftlichen Schaden, der
die Reduktion des Ressourcenbestands begleitet. Auch hinsichtlich der erzeugten
Klimaexternalita¨t weist das Methanhydrat Besonderheiten auf, da aufgrund der
natu¨rlichen Zersetzung auch im Falle einer Nicht-Nutzung des Gashydrats sowie
durch Leckagen im Abbauprozess Emissionen entstehen, die als CH4 mit einem im
Vergleich zu CO2 gro¨ßeren GWP die atmospha¨rische Treibhausgaskonzentration
erho¨hen.
Das Modell des Kapitels 3 bildet diese Charakteristika im Rahmen eines
theoretischen ressourceno¨konomischen Modells ab, das die Klimaexternalita¨t als
einen im Bestand der atmospha¨rischen Treibhausgase ansteigenden gesellschaft-
lichen Schaden behandelt, und untersucht zuna¨chst die gesellschaftlich optimalen
Abbaupfade. Es hat sich gezeigt, dass neben den Grenzkosten des Abbaus und
der maximalen Zahlungsbereitschaft insbesondere die Gestalt des erwarteten ge-
sellschaftlichen Schadens aufgrund geologischer Risiken, welcher die marginalen
gesellschaftlichen Kosten erho¨ht, den grundsa¨tzlichen Typ der Lo¨sung determi-
niert. Je nach deren Verha¨ltnis zueinander wird das Gashydrat optimalerweise
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vollsta¨ndig erscho¨pft oder lediglich bis zu einem bestimmten Bestand reduziert,
der anschließend dem natu¨rlichen Verfall u¨berlassen wird. Der gesellschaftliche
Schaden des Treibhausgasbestands hat hingegen – wie u¨blich – lediglich einen
Einfluss auf den zeitlichen Ablauf des Abbaus, der tendenziell spa¨ter stattfin-
det, da sich der Treibhausgasbestand und damit der gesellschaftliche Schaden
nach einem Ru¨ckgang der Emissionen ebenfalls wieder zuru¨ckbildet. Allerdings
ist es mithilfe dieses Modells aufgrund der puffernden Wirkung dieses externen
Schadens schwierig, eindeutige Effekte der einzelnen Charakteristika herauszu-
arbeiten. Dies a¨ußert sich beispielsweise auch im Fall iii) der Proposition 3.1,
in dem es unmo¨glich ist allgemein gu¨ltige Aussage hinsichtlich der Grenze zwi-
schen den mo¨glichen Lo¨sungstypen zu treffen. Als interessant hat sich nichtsdesto-
trotz insbesondere der Schattenwert des Gashydrats in situ erwiesen, der mehrere
Komponenten entha¨lt, welche die externen Effekte durch Reduktion und natu¨rli-
che Auflo¨sung des Bestands widerspiegeln. Diese Komponenten mu¨ssten durch
optimale Politikmaßnahmen zu Internalisierung der externen Effekte neben der
u¨blichen auf CO2-Emissionen erhobenen Pigou-Steuer ebenfalls beru¨cksichtigt
werden.
Einige dieser Resultate aus Kapitel 3 lassen sich auch anhand des Modells in
Kapitel 4 reproduzieren, welches die negativen Auswirkungen der Klimaexterna-
lita¨t durch die Beschra¨nkung des zula¨ssigen Treibhausgasbestands anstelle einer
konvexen Schadensfunktion beru¨cksichtigt und den Vorteil hat, dass die Effek-
te der gashydratspezifischen Modellkomponenten in der komparativen Dynamik
eindeutig identifiziert werden ko¨nnen. Auch wenn die scha¨dlichen Effekte des
atmospha¨rischen Treibhausgasbestands durch diese Modellierung nicht explizit
beziffert werden, so wird durch die Antizipation der zu erwartenden Begrenzung
der Emissionen, die mit dem Konsum einhergehen, den atmospha¨rischen Treib-
hausgasen eine in deren Bestand betragsma¨ßig wachsender Schattenpreis zuteil,
der auch in diesem Modell eine moderate Nutzung des Gashydrats bewirkt. Die
Frage, ob der gesamte Ressourcenbestand erscho¨pft wird, entscheidet dieselbe
Bedingung wie in Kapitel 3, so dass auch dies fu¨r ein besonderes Augenmerk auf
die genaue Ausgestaltung der Funktion spricht, welche die erwarteten Scha¨den
aufgrund der geologischen Risiken beziffert. Dazu wa¨ren genaue Kenntnisse der
Wahrscheinlichkeit des Eintritts einer mo¨glichen Katastrophe sowie der damit
verbundenen gesellschaftlichen Kosten hilfreich. Diese liegen jedoch nicht vor,
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so dass auch die Vereinfachung mithilfe einer deterministischen angenommenen
Funktion eines erwarteten Schadens vertretbar ist. Ebenso wa¨re eine genaue Ka-
librierung der als konstant angenommenen natu¨rlichen Abbaurate grundsa¨tzlich
wu¨nschenswert, jedoch sind die dazu beno¨tigten Daten schwierig bis u¨berhaupt
nicht zu erheben. Allerdings haben Biastoch et al. (2011) in einer aktuellen Studie
gescha¨tzt, dass in den na¨chsten 100 Jahren 12% der Gashydrate aufgrund der glo-
balen Erwa¨rmung verloren gehen. Dies entspra¨che bei Annahme einer konstanten
Abbaurate einem Wert von β = 0.000555 – eine Gro¨ßenordnung, die in den Ab-
bildungen zu den Modellen kaum zu erkennen wa¨re, weshalb der Anschaulichkeit
halber mit gro¨ßeren Werten gearbeitet wurde.
Das Modell des Kapitels 5 unterschied sich schließlich deutlich von den zuvor
untersuchten Modellen. Denn das Gashydrat ist nicht mehr die alleinige Res-
source sondern eine von mehreren zur Verfu¨gung stehenden Energiequellen, die
sich anhand der CO2-Intensita¨t ihrer Emissionen unterscheiden. Die mit der Hin-
zunahme weiterer Energietra¨ger einhergehende Erho¨hung der Komplexita¨t des
Modells wurde mit Abstrichen hinsichtlich der Bestandseffekte bezahlt, indem
lediglich eines der erwa¨hnten Charakteristika abgebildet wurde. Von der zweiten
Externalita¨t der geologischen Risiken wie auch von Darstellung jeglicher Abbau-
kosten wurde in diesem Modell vollsta¨ndig abgesehen, auch um eine Betrachtung
innerhalb einer
”
Hotelling-Welt“ zu ermo¨glichen. Dies fu¨hrt zuna¨chst zu dem sehr
anschaulichen Ergebnis, dass stets das Gashydrat, welches Gefahr la¨uft, durch
den natu¨rlichen Abbau verloren zu gehen, zuerst zu erscho¨pfen ist, bevor die
CO2-intensivere zweite fossile Ressource genutzt wird, und die bereits in Kapitel
4 beobachteten wachsenden Extraktionsraten in Phasen des begrenzten Abbaus
treten erneut auf, da auch in diesem Modell mit einer Begrenzung der maxima-
len aggregierten Emissionen gearbeitet wurde. Daru¨ber hinaus zeigte sich, wie
deutlich sich bereits die Hinzunahme nur einer Eigenschaft des Gashydrats auf
die optimalen Abbaustrategien auswirkt, auch weil zum Beispiel die simultane
Nutzung beider Ressourcen in diesem Modell nicht auftritt. Dies la¨sst erahnen,
dass eine realistischere Abbildung aller Charakteristika sowie bestandsabha¨ngi-
ger Abbaukosten zwar wu¨nschenswert und vermutlich auch mo¨glich, jedoch nicht
mehr analytisch lo¨sbar ist, und dass es schwierig sein du¨rfte eindeutige Effekte zu
identifizieren. Dazu mu¨ssten Modellrahmen und Methodik vermutlich vollsta¨ndig
abweichend von der in dieser Arbeit genutzten Art und Weise gewa¨hlt werden.
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Letztlich wird in der Realita¨t entscheidend sein, ob es gelingt, die Extrakti-
on von Methanhydraten technisch zu wettbewerbsfa¨higen Kosten zu realisieren
und wie die Einscha¨tzung der Entscheidungstra¨ger bezu¨glich der externen Effek-
te ausfa¨llt. Eine verheißungsvolle Aussicht stellt in diesem Zusammenhang eine
Abbaumethode dar, die noch weit von einer technologischen Umsetzung entfernt
ist. Sie folgt der Idee, das CH4 aus den Hydraten zu entfernen, indem das Gast-
moleku¨l in der Kristallstruktur ausgetauscht und durch ein CO2-Moleku¨l ersetzt
wird. Diese spezielle Form des CCS wu¨rde zu einer CO2-neutralen Ausbeutung
der Hydrate fu¨hren, da jedes CH4-Moleku¨l durch ein CO2-Moleku¨l ersetzt wu¨rde,
und ha¨tte sogleich eine stabilisierende Wirkung auf die Kontinentalha¨nge, da
CO2-Hydrate grundsa¨tzlich stabiler sind als CH4-Hydrate. Dies wu¨rde bedeu-
ten, dass einer Nutzung der Hydrate im Idealfall sogar positive Externalita¨ten
zugeschrieben werden ko¨nnten. Die Abbildung dieser Zusammenha¨nge in einem
o¨konomischen Modell scheint lohnenswert und reizvoll, muss an dieser Stelle eine
Aussicht auf mo¨gliche zuku¨nftige Forschungsprojekte bleiben.
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A Anhang zu Kapitel 3
A.1 Herleitung der Formel (3.11)
Nach der Substitution von µ durch Verwendung der Gleichung (3.9) wird der
dritte Term im Schattenwert der Ressource (3.10) zu
γ
∫ ∞
t
e−(β+ρ)(τ−t)µ(τ)dτ = −γ
∫ ∞
τ=t
∫ ∞
z=τ
e−(β+ρ)(τ−t)D′(yz)e−(α+ρ)(z−τ)dzdτ.
Durch die Anwendung des Theorems von Fubini, das ein Vertauschen der Inter-
vallgrenzen ermo¨glicht, und durch das Umstellen der Reihenfolge des Integrierens,
kann das doppelte Integral aus diesem Term entfernt werden, so dass er zu
−
∫ ∞
z=t
γ
(α− β)D
′(yz)
(
e−(β+ρ)(z−t) − e−(α+ρ)(z−t)) dz
wird. Dies entspricht dem letzten Ausdruck in den Klammern von (3.11).
A.2 Beweis der Proposition 3.1
Fall i)
Im Fall i) muss gezeigt werden, dass qt = 0 und xt = 0 fu¨r alle t ≥ T gilt, wenn
ζp¯ > −G′(0)
β+ρ
+ c(0).
In diesem ersten Teil des Beweises, soll gezeigt werden, dass unter der Vor-
aussetzung ζp¯ 6= − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0) ein Zeitpunkt T existiert, so dass qt = 0 fu¨r alle
t ≥ T . Um dies zu zeigen, nehmen wir zuna¨chst das Gegenteil an, das heißt qt > 0
fu¨r alle t. Solange qt > 0 ist, muss die Umschaltbedingung (3.4) mit Gleichheit
erfu¨llt sein. Auflo¨sen von (3.4) nach λt zeigt unter Verwendung von limt→∞ µt = 0
und limt→∞ xt = 0 sowie U ′(0) = p¯, dass limt→∞ λt = ζp¯ − c(0). Demgegenu¨ber
folgt aus der Lo¨sung der Differentialgleichung fu¨r den Schattenpreis der Ressour-
ce (3.10) und unter Beru¨cksichtigung der Transversalita¨tsbedingung (3.7), dass
der Grenzwert des Schattenpreises der Ressource λt fu¨r t → ∞ zwei mo¨gliche
Werte annehmen kann. Entweder φ 6= 0, dann gilt limt→∞ λt = ∞, oder φ = 0,
dann ist limt→∞ λt = − G′(0)(β+ρ) . Somit fu¨hrt die Annahme qt > 0 fu¨r alle t zu einem
Widerspruch.
Im zweiten Teil des Beweises wird nun gezeigt, dass unter der Vorausset-
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zung ζp¯ > − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0) die vorhandene Ressource bis zum Zeitpunkt T auf
null reduziert wird (xT = 0). Dazu wird im Folgenden xT > 0 angenommen und
zu einem Widerspruch gefu¨hrt. Da qt = 0 fu¨r t > T gilt, entwickelt sich der
Ressourcenbestand fu¨r t > T gema¨ß xt = xT e
−β(t−T ). Aus der Transversalita¨ts-
bedingung (3.7) und der Differentialgleichung (3.10) kann geschlossen werden,
dass φ = 0 in (3.10) gelten muss. Andernfalls wa¨re der erste Term in dem Pro-
dukt λtxte
−ρt genau φxT eβT und damit wa¨re die Transversalita¨tsbedingung (3.7)
verletzt. Somit ist der Grenzwert limt→∞ λt = −G′(0)β+ρ eindeutig bestimmt. Au-
ßerdem muss aufgrund von qt = 0 die Umschaltbedingung (3.4) fu¨r alle t > T
mit
”
≤“ erfu¨llt sein. Diese beiden Fakten fu¨hren zu dem folgenden Widerspruch:
ζp¯ ≤ λt−µt+c(xt)⇔ limt→∞ ζp¯ ≤ limt→∞ (λt − µt + c(xt)) = −G′(0)β+ρ +c(0) < ζp¯,
falls xT > 0. Demnach muss xt = 0 fu¨r alle t ≥ T gelten.
Fall ii)
Fu¨r den Fall ii) muss gezeigt werden, dass qt = 0 fu¨r alle t ≥ T und xT > 0 gilt,
wenn ζp¯ < −G′(0)
β+ρ
+ c(0).
Wie wir im Beweis zu Fall i) bereits gesehen haben, gilt qt = 0 fu¨r alle t ≥ T ,
wenn ζp¯ 6= − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0). In einem zweiten Schritt wird nun gezeigt, dass im
Fall von ζp¯ < − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0) und qt = 0 fu¨r alle t > T , der Ressourcenbestand
immer positiv sein muss, das heißt xt > 0 und insbesondere xT > 0. Dies wird
gezeigt, indem wir zuna¨chst xT = 0 annehmen und dies zu einem Widerspruch
fu¨hren. Mit qt = 0 muss fu¨r t > T die Umschaltbedingung (3.4) mit ”
≤“ erfu¨llt
sein und die Zustandsvariablen sind xt = 0 und yt = yT e
−α(t−T ). Aus Gru¨nden
der Stetigkeit muss (3.4) im Zeitpunkt T mit Gleichheit erfu¨llt sein, so dass
ζp¯ = c(xT ) + λT − µT . Beru¨cksichtigung der Zusta¨nde und Einsetzen von (3.9)
und (3.11) fu¨hren zum folgenden Widerspruch:
ζp¯ =c(0) + φ e(β+ρ)T − G
′(0)
β + ρ
+
∞∫
T
D′(yτ )
[
e−(α+ρ)(τ−T )
(
1 +
γ
α− β
)
− e−(β+ρ)(τ−T ) γ
α− β
]
dτ.
Wenn wir zeigen ko¨nnen, dass der vierte Term auf der rechten Seite der Gleichung
positiv ist, wa¨re die rechte Seite gro¨ßer als −G′(0)
β+ρ
+ c(0) > ζp¯, ein Widerspruch.
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Um zu zeigen, dass der vierte Term in der Tat positiv ist, lo¨sen wir das
Integral
∞∫
T
D′(yτ )
[
e−(α+ρ)(τ−T )
(
1 + γ
α−β
)
− e−(β+ρ)(τ−T ) γ
α−β
]
dτ zuna¨chst unter
der Annahme eines linearen Grenzschadens (D′(yt) = d yt). Aufgrund von qT = 0
und xT = 0 baut sich der Treibhausgasbestand nach yt = yT e
−α(t−T ) ab. Daher
kann das Integral gelo¨st werden und es ergibt sich d yT
(α−β)
(
α−β+γ
2α+ρ
− γ
α+β+ρ
)
. Dieser
Wert ist unter den plausiblen Annahmen bezu¨glich der Parameter, (α − β) > 0
und (α + β + ρ− γ) > 0, positiv.
Um dieses Ergebnis fu¨r alle Schadensfunktionen mit den Eigenschaften D′ ≥
0, D′′ ≥ 0, D′(0) = 0 zu verallgemeinern, zeigen wir, dass neben der soeben fu¨r
den linearen Grenzschaden festgestellten Positivita¨t des Integrals∫ ∞
0
D′(yT e−αt)︸ ︷︷ ︸
f(e−αt)
[
e−(α+ρ)t
(
1 +
γ
α− β
)
− e−(β+ρ)t γ
α− β
]
︸ ︷︷ ︸
h(t)
dt ≥ 0 (A.1)
auch ganz allgemein J =
∫∞
0
f(e−αt)h(t) dt ≥ 0 fu¨r jede konvexe Funktion f(·)
mit f(0) = 0 gilt. Fu¨r die Funktion h(t) in (A.1) ist zu beachten, dass ein Zeit-
punkt t∗ existiert, wobei h(t) > 0 fu¨r alle t ∈ [0, t∗], h(t) < 0 fu¨r alle t ∈ [t∗,∞)
und h(t∗) = 0.
Definieren wir nun die Variable s = e−αt mit 0 ≤ s ≤ 1 sowie s∗ = e−αt∗ , so
dass im Folgenden zwei Fa¨lle auftreten ko¨nnen:
Fall 1) f(s∗) > 0: Normieren der Funktion f(·) durch Multiplikation mit ei-
nem konstanten Faktor s
∗
f(s∗) , so dass der Schnittpunkt zwischen s und f(s) genau
im Punkt s∗ liegt, ermo¨glicht ohne Beschra¨nkung der Allgemeinheit (da diese
Transformation die Konvexita¨tseigenschaften der Funktion nicht beeintra¨chtigt),
die Annahme von f(s∗) = s∗. Wenn nun
f(s) ≤ s ∀0 ≤ s ≤ s∗ (A.2)
und
f(s) ≥ s ∀s∗ ≤ s ≤ 1 (A.3)
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zutreffen, folgt auch die zu zeigende Positivita¨t von J . Denn es gilt∫ ∞
0
f(e−αt)h(t)dt =
∫ t∗
0
f(e−αt)h(t)dt+
∫ ∞
t∗
f(e−αt)h(t)dt
=
∫ t∗
0
f(e−αt)|h(t)|dt−
∫ ∞
t∗
f(e−αt)|h(t)|dt
≥
∫ t∗
0
e−αt|h(t)|dt−
∫ ∞
t∗
e−αt|h(t)|dt ≥ 0
(wie bereits fu¨r den linearen Fall gezeigt). Die Bedingung (A.2) folgt direkt aus der
Definition von Konvexita¨t, und (A.3) kann wie folgt leicht bewiesen werden: Es
existiere ein s1 > s
∗ mit f(s1) < s1. Dann wa¨re s∗ = (1−θ) ·0+θ ·s1 mit θ = s∗s1 ∈
]0, 1[. Dies impliziert f(s∗) ≤ (1− θ)f(0) + θf(s1) < θ · s1 = s∗. Ein Widerspruch
zu f(s∗) = s∗.
Fall 2) f(s∗) = 0: Dieser Fall ist trivial. Wegen f(·) ≥ 0 gilt f(s) = 0 fu¨r alle
0 ≤ s ≤ s∗ und f(s) ≥ 0 fu¨r alle s ≥ s∗. Somit wu¨rde lediglich der positive Teil
des Integrals gewichtet, fu¨r den s ≥ s∗, t ≤ t∗ gilt.
Somit ist gezeigt, dass das Integral A.1 fu¨r alle angenommenen Schadensfunk-
tionen D(yt) positiv ist. Die Annahme xT = 0 fu¨hrt also zu einem Widerspruch
und so ist die Aussage von Fall ii) der Proposition 3.1 bewiesen.27
Fall iii)
Um zu zeigen, dass die Lo¨sung vom Typ a) nicht auftreten kann, mu¨ssen wir
xT = 0 fu¨r ζp¯ = − G′(0)(β+ρ) + c(0) ausschließen. Angenommen es gelte xT = 0
und damit xt = 0 and qt = 0 fu¨r alle t > T . Unter dieser Annahme kann das
Argument aus dem Beweis zu Fall ii) auf diesen Fall u¨bertragen werden und es
kommt zu einem Widerspruch, da nur positive Terme zu dem Ausdruck − G′(0)
(β+ρ)
addiert werden, und somit ζp¯ = c(xT ) + λT − µT > −G′(0)β+ρ + c′(0) = ζp¯ gilt, ein
Widerspruch. Daher ist xT > 0 und es kann nicht optimal sein die Ressource in
endlicher Zeit vollsta¨ndig abzubauen.
27Die Verfasserin dieser Arbeit dankt an dieser Stelle ausdru¨cklich und sehr herzlich Herrn
Prof. Dr. Detlef Mu¨ller vom Mathematischen Seminar der CAU Kiel fu¨r die entscheidenden
Argumente in dieser Beweisfu¨hrung.
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A.3 Beweis der Proposition 3.2
Nehmen wir zuna¨chst an, die Lo¨sung sei vom Typ b), das hieße System 2 (qt =
0) wa¨re fu¨r alle t > T optimal. Da sich die Besta¨nde der Ressource und der
Treibhausgase dann nach (3.14) und (3.15) entwickeln, ko¨nnen die Werte der Ko-
Zustandsvariablen und deren Ableitung nach der Zeit zum Zeitpunkt T bestimmt
werden. Die Umschaltbedingung ζp¯ = c(xT ) + λT − µT in Kombination mit der
Bedingung (3.18) fu¨r den Fall iii) und die Werte von (3.25) und (3.26) fu¨hren
zum Treibhausgasbestand yT als lineare Funktion des Ressourcenbestands xT .
Einsetzen von diesem yT in die erste Ableitung der Funktion der gesellschaftlichen
Kosten mit
µ˙T =
d(yTα(α + β + ρ)− xTγ(α + ρ))
(2α + ρ)(α + β + ρ)
λ˙T =
fxTβ(2α + ρ)(α + β + ρ) + dγ(yTα(2β + ρ)− xTγρ)
(2α + ρ)(α + β + ρ)(2β + ρ)
macht deutlich, dass λ˙T − µ˙T + c′(xT )x˙T gleich
dγ(β + ρ− (γ − β))− (f + c2(2β + ρ))(α− β)(α + β + ρ)
(α + β + ρ)(2β + ρ)
· xT (A.4)
ist. Dieser Term ist genau dann negativ, wenn die Bedingungen (3.23) und (3.24)
der Proposition 3.2 zutreffen. Wie im Abschnitt 3.4.1 argumentiert wurde, ist
diese Negativita¨t des Terms (A.4) ausreichend, um die Nicht-Optimalita¨t eines
Abbaustopps nachzuweisen, und die Lo¨sung muss daher vom Typ c) sein. Falls
(A.4) hingegen positiv ist, muss die Lo¨sung vom Typ b) sein.
A.4 Sattelpfadstabilita¨t der Optimalen Lo¨sung
Laut einem Theorem nach Dockner (1985) besitzt die Lo¨sung eines dynamischen
4x4-Systems Sattelpfadeigenschaften, wenn die Jacobi-Matrix des dynamischen
Systems der modifizierten Hamiltonfunktion (MHDS, engl.: Modified Hamilto-
nian Dynamic System) die folgenden Bedingungen erfu¨llt: ∆ > 0, Ω < 0 und
Ω2 > 4∆, wobei ∆ die Determinante der Jacobi-Matrix des MHDS ist und Ω als
Ω =
∣∣∣∣∣ ∂λ˙∂λ ∂λ˙∂x∂x˙
∂λ
∂x˙
∂x
∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ ∂µ˙∂µ ∂µ˙∂y∂y˙
∂µ
∂y˙
∂y
∣∣∣∣∣+ 2
∣∣∣∣∣ ∂λ˙∂µ ∂λ˙∂y∂x˙
∂µ
∂x˙
∂y
∣∣∣∣∣ .
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definiert ist. Das MHDS ergibt sich durch Auflo¨sen der Gleichung (3.4) nach
q∗t (xt, λt, µt) = U
′−1
(
λt−µt+c(xt)
ζ
)
/ζ mit
∂q∗t
∂xt
= c
′(xt)
ζ2U ′′(ζqt) ,
∂q∗t
∂λt
= 1
ζ2U ′′(ζqt) and
∂q∗t
∂µt
=
− 1
ζ2U ′′(ζqt) und Einsetzen des Ergebnisses beziehungsweise q
∗
t (xt, λt, µt) = 0 in das
dynamische System, bestehend aus (3.5), (3.6), (3.1) und (3.3). Das MHDS des
vorliegenden Modells lautet dementsprechend:
λ˙t = (β + ρ)λt − γµt + c′(xt)q∗(xt, λt, µt) +G′(xt)
µ˙t = (α + ρ)µt +D
′(yt)
x˙t = −q∗(xt, λt, µt)− βxt
y˙t = q
∗(xt, λt, µt) + γxt − αyt
Damit sind die vier Eigenwerte des MHDS gegeben durch
νi =
ρ
2
±
√(ρ
2
)2
− Ω
2
±
√
Ω2 − 4∆
2
,
von denen im Fall von Sattelpfadstabilita¨t aber jeweils nur die zwei negativen
Eigenwerte verwandt werden.
Lo¨sung vom Typ a)
Ist die Lo¨sung vom Typ a), so ist wa¨hrend der letzten Phase das System 2 opti-
mal und der Ressourcenbestand wird auf null reduziert, so dass das dynamische
System nur noch aus einem 2x2-System in yt und µt besteht. Die dazugeho¨rige
Jacobi-Matrix ist dann
Ja =
(
α + ρ D′′(y)
0 −α
)
,
deren Eigenwerte ν1 = −α und ν2 = (α + ρ) sind, von denen einer negativ und
einer positiv ist. Dies fu¨hrt zu Sattelpfadstabilita¨t in der letzten Phase der Lo¨sung
des Systems.
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Lo¨sung vom Typ b)
Eine Lo¨sung vom Typ b) geht mit einem 4x4-System und q∗t (xt, λt, µt) = 0 fu¨r
alle t > T in der letzten Phase einher. Die dazugeho¨rige Jacobi-Matrix ist
Jb =

β + ρ −γ G′′(x) 0
0 α + ρ 0 D′′(y)
0 0 −β 0
0 0 γ −α
 .
Aus dieser Matrix (bewertet im Steady-State) ergibt sich:
∆ = αβ(α + ρ)(β + ρ) > 0
Ω = −α(α + ρ)− β(β + ρ) < 0
Ω2 − 4∆ = (α(α + ρ)− β(β + ρ))2 > 0
Demnach ist die Sattelpfadstabilita¨t nachgewiesen. (Die zwei negativen Eigen-
werte dieses Systems sind ν1 = −α and ν2 = −β, die genau den Eigenwerten des
2x2-Systems der zwei Zustandsgleichungen (3.1) and (3.3) entsprechen.)
Lo¨sung vom Typ c)
Fu¨r die Lo¨sung vom Typ c), die ein positives q∗t (xt, λt, µt) > 0 fu¨r alle t impliziert,
ist die zum MHDS geho¨rige Jacobi-Matrix
Jc =

β + ρ+ c
′(x)
ζ2U ′′(ζq) −γ − c
′(x)
ζ2U ′′(ζq) G
′′(x) + c
′(x)2
ζ2U ′′(ζq) + q
∗c′(x) 0
0 α + ρ 0 D′′(y)
− 1
ζ2U ′′(ζq)
1
ζ2U ′′(ζq) −β − c
′(x)
ζ2U ′′(ζq) 0
1
ζ2U ′′(ζq) − 1ζ2U ′′(ζq) γ + c
′(x)
ζ2U ′′(ζq) −α
 .
Die Determinante dieser Matrix, bewertet im Steady-State (q∗ → 0) ist
∆ = β(β+ρ)α(α+ρ)+
1
ζ2U ′′
[(γ − β)(ρ+ β − γ)D′′ − α(α + ρ) (G′′ − c′(2β + ρ))]︸ ︷︷ ︸
B
.
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Diese Determinante ∆ ist positiv, wenn B ≤ 0. Dies trifft zu, falls entweder
ρ ≤ (γ − β) oder falls ρ > (γ − β) und
D′′ ≤ α(α + ρ)
(γ − β)(ρ+ β − γ) (G
′′ − c′(2β + ρ)) .
Diese Bedingungen treffen auf alle Parameter zu, welche die Bedingungen (3.23)
und (3.24) der Proposition 3.2 (Lo¨sung vom Typ c) erfu¨llen, das heißt D′′ ≤
(α−β)(α+β+ρ)
γ(ρ+2β−γ) (G
′′ − c′(2β + ρ)), da α(α+ ρ) > (α−β)(α+β+ ρ) und (γ−β)(ρ+
β − γ) < γ(ρ+ 2β − γ).
Daru¨ber hinaus ist Ω = −α(α + ρ) − β(β + ρ) − c′(2β+ρ)
ζ2U ′′ +
D′′+G′′
ζ2U ′′ . Ω ist
eindeutig negativ, da U ′′ < 0, c′ < 0 ist, wa¨hrend D′′ > 0, G′′ > 0 ist. Zuletzt kann
Ω2 − 4∆ zu dem Ausdruck
(
(D′′+(G′′−c′2U ′′))
ζ2U ′′
)2
− 4D′′(α−β+γ)(α+β+ρ−γ)
ζ2U ′′ umgeformt
werden, der aufgrund von α > γ > β und U ′′ < 0 positiv ist. Somit ist auch die
Entwicklung der Lo¨sung vom Typ c) in den Steady-State sattelpfadstabil.
A.5 Allgemeine Form der Expliziten Lo¨sung
Nachdem die Eigenvektoren des System derart normalisiert wurde, dass ihr letztes
Element jeweils gerade 1 ist, kann die allgemeine Lo¨sung fu¨r dieses letzte Element
als y(t) =
∑4
i=1Aie
νit+y¯ geschrieben werden, wobei die Ai, i = 1, ..., 4, fu¨r die vier
Konstanten stehen, die mithilfe der Randbedingungen bestimmt werden mu¨ssen.
Unter Verwendung dieser Formulierung und von (3.1) und (3.3) ergibt sich
x(t) =
4∑
i=1
νi + α
γ − β − νiAie
νit + x¯, y(t) =
4∑
i=1
Aie
νit + y¯.
Weiterhin sind die Zeitpfade der Schattenwerte gegeben durch
µ(t) =
4∑
i=1
d
νi − α− ρAie
νit + µ¯,
λ(t) =
4∑
i=1
(
− dγ
(νi − α− ρ)(νi − β − ρ) −
(f + c2(νi + β))(νi + α)
(νi + β − γ)(νi − β − ρ)
)
Aie
νit + λ¯.
Die Randbedingungen zur Bestimmung der Konstanten Ai, i = 1, ..., 4 und des
Zeitpunkts T variieren fu¨r die drei Typen der Lo¨sung (siehe Abschnitt 3.4.2).
Fu¨r die Lo¨sung vom Typ c) werden aufgrund der Sattelpfadeigenschaft u¨ber
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den gesamten Planungshorizont lediglich die beiden negativen Eigenwerte (ν1 <
ν2 < 0) zur Bestimmung der optimalen Lo¨sung beno¨tigt. Die Werte der beiden
dazugeho¨rigen Konstanten ergeben sich dann als
A1 =
(ν2 + α)(β − γ + ν1)
(ν1 − ν2)(α− β + γ)y0 +
(ν1 + β − γ)(ν2 + β − γ)
(ν1 − ν2)(α− β + γ) x0,
A2 = −(ν1 + α)(β − γ + ν2)
(ν1 − ν2)(α− β + γ)y0 −
(ν1 + β − γ)(ν2 + β − γ)
(ν1 − ν2)(α− β + γ) x0.
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B Anhang zu Kapitel 4
B.1 Proposition zum Abbaustopp
Proposition B.1 Wenn die Annahme 4.4 erfu¨llt ist, also ζp¯ < c(0)− G′(0)
β+ρ
gilt,
dann existiert ein endlicher Zeitpunkt T mit qt = 0 und xt = xT e
−β(t−T ) fu¨r alle
t > T , da xT > 0 und λT = −
∫∞
T
G′(xτ )e−(β+ρ)(τ−t).
Beweis Zuna¨chst wird gezeigt, dass im Fall ζp¯ 6= − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0) ein Zeitpunkt T
existiert mit qt = 0 fu¨r alle t > T . Es sei zuna¨chst angenommen, das Gegenteil
wu¨rde zutreffen, das heißt qt > 0 fu¨r alle t und damit ϕt = 0 fu¨r alle t. Dann folgt
aus (4.8) und aus U¨berlegungen zum Steady-State limt→∞ λt = ζp¯ − c(0). Aus
(4.11) und (4.12) folgt, dass ϕt = 0 nur in Kombination mit ωt = 0 vorkommen
kann. Mit ωt = 0 folgt aus (4.9), dass limt→∞ λt = − G′(0)(β+ρ) und somit − G
′(0)
(β+ρ)
=
ζp¯− c(0), ein Widerspruch zu der anfangs genannten Voraussetzung. Also fu¨hrt
die Annahme, dass qt > 0 fu¨r alle t gilt, zu einem Widerspruch und es muss ein
Zeitpunkt T existieren mit qt = 0 und ϕt > 0 fu¨r alle t > T .
Nun wird gezeigt, dass wenn ζp¯ < − G′(0)
(β+ρ)
+ c(0) im Zeitpunkt T mit qt = 0
fu¨r t > T der Ressourcenbestand noch nicht vollsta¨ndig erscho¨pft ist, das heißt
xt = xT e
−β(t−T ) > 0 und ωt = 0 fu¨r alle t > T . Nehmen wir das Gegenteil an.
xT = 0, so dass xt = 0 und ωt > 0 fu¨r t > T . Aus Gru¨nden der Stetigkeit muss
zum Zeitpunkt des Umschaltens T gelten, dass ϕT = 0 und ωT = 0. Durch Lo¨sen
der Differentialgleichung (4.9) fu¨r λt und Einsetzen der Werte zum Zeitpunkt T
erhalten wir λ(T ) = φe(β+ρ)T − G′(0)
(β+ρ)
+
∫∞
T
ωτe
−(β+ρ)(τ−T )dτ > − G′(0)
(β+ρ)
. Ebenfalls
aufgrund von U¨berlegungen zur Stetigkeit wird Gleichung (4.8) zum Zeitpunkt T
zu ζp¯ = c(0) + λT . Einmal mehr kommt es zum Widerspruch: ζp¯ = c(0) + λT >
c(0) − G′(0)
(β+ρ)
> ζp¯. Ein positiver Ressourcenbestand zum Zeitpunkt T ist also
optimal.
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B.2 Optimale Zeitpfade aller Gro¨ßen
Abbildung B.1 zeigt exemplarisch einen typischen Verlauf der optimalen Zeitpfade
des Ressourcenbestands (a), der Knappheit der Ressource (b), des Treibhausgas-
bestands (c) und seines Schattenwerts (d), der Abbaurate (e) sowie der gesam-
ten gesellschaftlichen Kosten (f), jeweils unter der Annahme linear-quadratischer
funktionaler Formen. Die verwandten funktionalen Formen sind U(ζq) = (p¯ −
b
2
ζq)ζq, c(x) = c1 − c2x und G(x) = f2 (x0 − x)2.
tc tv T
t0
xT
x0
xHtL
HaL Ressourcenbestand xHtL
tc tv T
t0
Λ¥
ΛHtL
HbL Knappheit der Ressource ΛHtL
tc tv T
t0
y0
y
yHtL
HcL Treibhausgasbestand yHtL
tc tv T
t0
Μ0
ΜHtL
HdL Knappheit der Atmosphäre ΜHtL
tc tv T
t0
qHtL
HeL Abbaumengen qHtL
tc tv T
t0
Ζp
pHtL
HfL Gesellschaftliche Kosten ΛHtL-KΜHtL+cHxHtLL
Abbildung B.1: Exemplarische Zeitpfade aller Gro¨ßen unter Vorgabe der Obergrenze
ρ = 0.05, p¯ = 9, b = 0.2, x0 = 47, y0 = 1, f = 0.008, α = 0.1, β = 0.015, ζ = 0.9, κ = 1/6,
c1 = 6, c2 = 0.15, y¯ = 5
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B.3 Simulationsergebnisse zu Abschnitt 4.3.2
In Tabelle B.1 sind zur Unterstu¨tzung der Aussagen, Erkla¨rungen und Interpreta-
tionen zur komparativen Dynamik im Abschnitt 4.3.2 noch einmal die Werte der
wesentlichen Gro¨ßen angegeben, die sich im Zuge der Simulationen ergeben ha-
ben. Insbesondere die Aussagen bezu¨glich der verschiedenen Zeitpunkte ko¨nnen
so noch einmal unterstu¨tzt werden. Außerdem beinhaltet die Tabelle im Interesse
einer Nachvollziehbarkeit auch die verwendeten Funktionen und Parameterwerte.
β = 0 β > 0 (β = 0, 013)
G = 0
Grundmodell isolierte Wirkung β
unreguliert reguliert unreguliert reguliert
t′c = 2,3927 tc = 3,90685 t
′
c = 1,31161 tc = 2,04347
t′v = 13,3774 tv = 11,8402 t
′
v = 16,1608 tv = 26,8986
T ′ = n.ex. T = n.ex. T ′ = 19,6231 T = 37,8343
xT = n.ex. λT = n.ex. xT = 4,75 λT = 0
x∞ = 4,75 λ∞ = 0 x∞ = 0 λ∞ = 0
G > 0
(f=0,002)
isolierte Wirkung G(xt) vollsta¨ndiges Modell
unreguliert reguliert unreguliert reguliert
t′c = 2,56342 tc = 4,77356 t
′
c = 1,52304 tc = 2,26761
t′v = 10,2846 tv = 9,40214 t
′
v = 14,1799 tv = 21,4089
T ′ = 11,1204 T = 13,822 T ′ = 11,9545 T = 25,6525
xT = 14,8214 λT = 1,00714 xT = 13,8133 λT = 0,906333
x∞ = 14,8214 λ∞ = 1,00714 x∞ = 0 λ∞ = 1,26984
Funktionale Formen: Parameterwerte:
n.ex. = nicht existent U(ζq) = (p¯− b
2
ζq)ζq x0 = 40 y0 = 2 y¯ = 4, 5 α = 0.1
t′c = Zeitpunkt 1. U¨bertreten c(x) = c1 − c2x p¯ = 6, 5 b = 0, 2 ζ = 0, 85 κ = 1/6
t′v = Zeitpunkt 2. U¨bertreten G(x) =
f
2
(x0 − x)2 c1 = 6 c2 = 0, 1
Tabelle B.1: Zusammenfassung der Simulationsergebnisse zu Abbildung 4.3
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C Anhang zu Kapitel 5
C.1 Beweis der Proposition 5.1
Die Proposition 5.1 besagt, dass es nicht optimal ist, die beiden fossilen Ressour-
cen simultan zu nutzen. Der Beweis erfolgt indirekt, indem die Behauptung, es
existierten Zeitra¨ume, in denen die simultane Nutzung von Gashydrat und Kohle
optimal sei, zu einem Widerspruch gefu¨hrt wird. Werden beide verschmutzenden
Ressourcen simultan genutzt, so sind beide Abbauraten positiv und es gilt:
q1 > 0
(5.12)⇒ ϑ1 = 0 (5.6)⇒ U ′(q1 + q2 + s) = λ1 − θ1µ
q2 > 0
(5.13)⇒ ϑ2 = 0 (5.7)⇒ U ′(q1 + q2 + s) = λ2 − θ2µ
Somit muss bei simultaner Nutzung die Gleichung
λ1(t)− θ1µ(t) != λ2(t)− θ2µ(t) (C.1)
erfu¨llt sein.
Fall 1: Ist µ(t) = 0, so folgt aus (C.1) fu¨r den Zeitraum der simultanen
Nutzung λ1(t)
!
= λ2(t). Dies ist fu¨r einen positiven Zeitraum nicht mo¨glich da bei
µ(t) = 0 nach (5.9) und (5.10) der Schattenpreis des Gashydrats λ1(t) = λ
0
1·e(β+ρ)t
schneller wa¨chst als der Schattenpreis der Kohle λ2(t) = λ
0
2 · eρt.
Fall 2: Ist µ(t) 6= 0, so folgt aus (C.1) fu¨r den Zeitraum der simultanen
Nutzung µ = λ1−λ2
(θ1−θ2) . Da sowohl µ als auch (θ1 − θ2) negativ sind, muss die
Differenz λ1 − λ2 positiv sein, also λ1 > λ2. Aus einem Vergleich von (5.9) und
(5.10) la¨sst sich erkennen, dass λ1(t) auch in diesem Fall schneller als λ2(t) wa¨chst.
Somit steigt auch die Differenz an. Dies bedeutet, dass der Schattenpreis µ(t)
u¨ber die Zeit sinkt (µ˙ < 0). Falls eine simultane Nutzung mo¨glich ist, dann also
nur, bevor die Obergrenze der atmospha¨rischen Treibhausgase erreicht wird, oder
falls χ, der Kuhn-Tucker-Multiplikator bezu¨glich (5.4), noch sehr klein ist: Der
Schattenpreis µ(t) sinkt nach (5.3), wenn (α+ ρ)µ+χ < 0 gilt und so beschreibt
die Bedingung 0 ≤ χ < −(α + ρ)µ die Grenze des zwei Unterfa¨lle des Falls 2.
Fall 2a: Ist χ > −(α + ρ)µ, so ist nach Gleichung (5.3) µ˙ > 0 und es kommt
zu einem Widerspruch fu¨r die simultane Nutzung bei µ(t) 6= 0.
Fall 2b: Ist χ < −(α+ρ)µ und gilt nach (C.1) weiterhin λ1−λ2 = (θ1− θ2)µ,
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so la¨sst sich der Widerspruch durch Differenzieren nach der Zeit, Einsetzen von
(5.9) bis (5.11) und einige Umformungen zeigen:
λ˙1 − λ˙2 = (θ1 − θ2)µ˙
⇔ (β + ρ)λ1 − γµ− ρλ2 = (θ1 − θ2)[(α + ρ)µ+ χ]
⇔ (β + ρ)(λ1 − λ2) + βλ2 = ((θ1 − θ2)(α + ρ) + γ)µ+ (θ1 − θ2)χ
⇔ (β + ρ)(θ1 − θ2)µ+ βλ2 = ((θ1 − θ2)(α + ρ) + γ)µ+ (θ1 − θ2)χ
⇔ βλ2 = ((θ1 − θ2)(α− β) + γ)µ+ (θ1 − θ2)χ︸ ︷︷ ︸
<−(α+ρ)µ
Da der Inhalt der eckigen Klammern in der nachfolgenden Ungleichung positiv
und konstant ist, µ(t) hingegen negativ ist, kommt es zu folgendem Widerspruch:
0 < βλ2 < [(−(θ1 − θ2)(β + ρ) + γ)]µ < 0
Damit kommt es unter der Annahme einer simultanen Nutzung von Gashydraten
und der herko¨mmlichen Ressource in allen Fa¨llen zu Widerspru¨chen.
C.2 Beweis der Proposition 5.2
Die Proposition 5.2 besagt, dass die vorhandenen Ressourcen in der Reihen-
folge Gashydrat, Kohle, Solar erscho¨pft beziehungsweise genutzt werden, falls
γ > (θ2 − θ1)(α − β) erfu¨llt ist. Wir beobachten zuna¨chst, dass im Zeitpunkt
des Umschaltens von einer Ressource zur anderen, ts, zur Vermeidung mo¨glicher
Arbitrage-Gewinne die Stetigkeit des Preises durch die optimale Lo¨sung garan-
tiert sein muss, p1(ts)
!
= p2(ts).
Damit kann es wa¨hrend einer Phase der aktiven Regulierung (y(t) = y¯, χt ≥ 0)
nicht zu einem Umschalten kommen, da aus (5.5) unter Beru¨cksichtigung von
θ1 < θ2 folgt, dass p
c
1(t) = U
′
(
αy¯−γx1(t)
θ1
)
6= pc2(t) = U ′
(
αy¯−γx1(t)
θ2
)
.
Betrachten wir nun die Steigungen der beiden Preispfade zum Zeitpunkt ts,
zeigt sich dass die Steigung von p1(ts) gro¨ßer ist als die von p2(ts). Um dies zu
zeigen, unterscheiden wir wiederum zwei Fa¨lle:
Fall 1: Ist µ(ts) = 0, so reduziert sich die Forderung p1(ts) = p2(ts) zu λ1(ts) =
λ2(ts), so dass p˙1(ts) = (β + ρ)λ1(ts) > ρλ2(ts) = p˙2(ts) sofort ersichtlich wird.
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Fall 2: Ist µ(ts) < 0, so wird (5.11) wegen χ(ts) = 0 zu µ˙(ts) = (α + ρ)µ(ts)
und die Forderung p1(ts) = p2(ts) ist aufgrund von (5.6) und (5.7) a¨quivalent zu
λ1(ts)−θ1µ(ts) = λ2(ts)−θ2µ(ts). Umformen ergibt λ1(ts) = λ2(ts)−(θ2−θ1)µ(ts).
Setzen wir dies in die Steigung der Preispfade ein, so wird schließlich deutlich,
dass
p˙1(ts) = λ˙1(ts)− θ1µ˙(ts)
= (β + ρ)λ1(ts)− γµ(ts)− θ1(α + ρ)µ(ts)
= (β + ρ)λ1(ts)− µ(ts)[γ + θ1(α + ρ)]
= (β + ρ)λ2(ts)− µ(ts) [(θ2 − θ1)(β + ρ) + γ + θ1(α + ρ)]
sowie
p˙2(ts) = λ˙2(ts)− θ2µ˙(ts) = ρλ2(ts)− µ(ts)θ2(α + ρ).
Die Differenz ist p˙1(ts) − p˙2(ts) = βλ2(ts) − µ(ts) [(γ − (θ2 − θ1)(α− β))] > 0,
wenn γ > (θ2 − θ1)(α− β) gilt.
Da die Steigung von p1(ts) gro¨ßer ist als die von p2(ts), gilt p1(ts−) < p2(ts−)
und p1(ts + ) > p2(ts + ). Somit erfolgt das Umschalten von Gashydrat x1 zu
Kohle x2.
C.3 Eine dezentrale Lo¨sung
Um einen kurzen Eindruck von der mo¨glichen Ausgestaltung einer dezentralen
Lo¨sung zu vermitteln, wird an dieser Stelle das Optimierungsproblem einer re-
pra¨sentativen Firma im Energiesektor betrachtet, die sowohl einen Bestand Gas-
hydrat als auch einen Bestand Kohle besitzt und diese jeweils auch fo¨rdert. Unter
der Annahme eines vollkommenen Wettbewerbs auf dem Energiemarkt seien pt
der Marktpreis fu¨r Energie und τt der Steuersatz, der auf den Ausstoß einer Ein-
heit CO2 erhoben wird. Der Eigentu¨mer des Gashydrats hat diesen Steuersatz
ebenfalls auf das CO2-A¨quivalent der natu¨rlichen CH4 -Emissionen aus dem Be-
stand der Gashydrate zu entrichten. Somit ergibt sich als Momentanwert des
Gewinns dieser repra¨sentativen Firma
pit(q1, q2, s) = pt(q1 + q2 + s)− τt(q1θ1 + q2θ2 + γx1)− css
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und das intertemporale Maximierungsproblem dieser Firma kann als
max
{q1,q2,s}t≥0
Π =
∞∫
0
[pt(q1 + q2 + s)− τt(q1θ1 + q2θ2 + γx1)− css] · e−ρtdt
unter Beru¨cksichtigung der Nebenbedingung (5.1) und (5.2) formuliert werden.
Die dazugeho¨rige Hamiltonfunktion in laufenden Werten ist dann gegeben als
Hc = pt(q1 + q2 + s)− τt(q1θ1 + q2θ2 + γx1)− css+ ψ1(−q1 − βx1) + ψ2(−q2),
wobei ψ1 und ψ2 jeweils den privaten Schattenwert der Besitzer fu¨r die Ressource
Gashydrat beziehungsweise Kohle bezeichnen. Aus Gru¨nden der U¨bersichtlichkeit
wird an dieser Stelle darauf verzichtet, die mit den Nicht-Negativita¨tsbedingun-
gen der Besta¨nde und Abbaumengen verbundenen Kuhn-Tucker-Multiplikatoren
einzufu¨hren und die Lagrangefunktion aufzustellen. Stattdessen werden die Be-
dingungen erster Ordnung fu¨r die den Gewinn maximierende Firma direkt aus
der Hamiltonfunktion in laufenden Werten abgeleitet.
∂Hc
∂q1
= 0 ⇒ pt = ψ1 + θ1τt (C.2)
∂Hc
∂q2
= 0 ⇒ pt = ψ2 + θ2τt (C.3)
∂Hc
∂s
= 0 ⇒ pt = cs (C.4)
−∂H
c
∂x1
= ψ˙1 − ρψ1 ⇒ ψ˙1 = (β + ρ)ψ1 + γτt (C.5)
−∂H
c
∂x2
= ψ˙2 − ρψ2 ⇒ ψ˙2 = ρψ2 (C.6)
Der Vergleich der Bedingungen erster Ordnungen (C.2) bis (C.6) mit den in
Abschnitt 5.2.2 ausgefu¨hrten notwendigen Bedingungen des sozialen Planers,
(5.6) bis (5.10), zeigt, dass die gesellschaftlich optimale Allokation erreicht wer-
den kann. Unter Verwendung des Verhaltens der Konsumenten, das durch pt =
U ′(q1 + q2 + s) beschrieben ist, und unter Vernachla¨ssigung der Kuhn-Tucker-
Multiplikatoren in (5.6) bis (5.10), ko¨nnen die Systeme von Bedingungen erster
Ordnung zu Deckung gebracht werden, indem die Steuer als
τt = −µt (C.7)
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gema¨ß (5.16) gewa¨hlt wird. Diese Wahl des Steuersatzes τt als Negatives des
gesellschaftlich optimalen Schattenwerts der Treibhausgasbestands in der Atmo-
spha¨re sorgt dafu¨r, dass es im Interesse des den Gewinn maximierenden Unter-
nehmens ist, die gesellschaftlich optimalen Pfade zu verfolgen. Denn auch die
privaten Schattenwerte der beiden Ressourcen entsprechen verhalten sich nun
exakt wie die gesellschaftlichen Schattenwerte, das heißt ψ1 = λ1 und ψ2 = λ2.
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